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Le  troisième  volume  de  la  Théorie  analytique  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  commence- 
ment de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu’il  con- 
tient et  du  format  que  j’ai  adopté,  ont  retardé  jus- 
qu’à ce  jour  sa  publication.  Il  me  paraît  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  l’ouvrage  fut 
composé,  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple,  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
parle  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n’avait  fait 
qu’indiquer  cette  méthode,  je  l’ai  présentée  ici  avec 
assez  d’étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subs- 
titutions numériques  ; à peine  alors  l’avait-on  re- 
marquée,.et  aujourd’hui  elle  a déjà  reçu  d’importantes 
applications. 

J’avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées;  mais  la  place  que  la  première  a oc- 
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cupde,  les  développemens  qu’elle  a demandés,  les 
exemples  numériques  que  j’ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m’ont  plus  laissé  l’espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume , qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre  , et  j’aurai  rempli  l’engagement  que 
j’ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j’ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m’ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j’ai  dit  dans 
l’Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n’ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m’eùt  paru  trop  ambitieuse , 
la  seconde  trop  modeste.  J’ai  voulu  rassembler , dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace , comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes a celles  qu’auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  ; moi , dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j’ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j’ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c’est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que  les  cas  l’ont  exigé,  j’ai  appliqué  à des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales , pour  en 
rendre  Fintelligence  plus  facile.  Souvent,  en  traitant 
le  même  sujet  que  l’illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste',  il  m’a  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j’ai 
mieux  aimé  m’exposer  à tous  les  désavantages  de 
cette  position , que  de  chercher  un  ordre  d’idées  moins 
logique' et  moins  rationnel.  Enfin,  j’ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l’élude  des  applica- 
tions de  Fanalyse  aux  sciences  naturelles  : une  langue 
écrite  doit  donner  d’autant  moins  de  peine  à com- 

nombreux 
qui  prouve 

plus  la  stérilité  de  l’imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d’inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront^- mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela^*cTétudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  ^ils 
trouvent  que  ÿai  fait , sous  ce  rapport , un  t ravail  utile, 
j’aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m’étais  proposé. 

J’ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
-gères  â la  science  , quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m’ont  paru  n’avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  \ mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que^  j’ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu’au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l’état  actuel 
de  l’asironomie  théorique  m’ont  compris , et  c’est  à 
leurs  encouragemens  que  j’ai  dû  le  courage  de  pousser 


prendre,  que  ses^caractères  sont  moins 
et  mieux  arrêtes , et  je  ne  connais  rien 
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jusqu’au  bout  cette  difficile  entreprise.  On  me  per- 
mettra d’en  citer  ici,  pour  preuve,  la  lettre  suivante, 
qni  m’a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu’on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  ’à  mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu’on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu’elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 


Paris,  ao  dtiocmbrc  i834* 
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Paris,  ce  4 Noi>emhrc  i8ag. 
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* On  doit  se  rappeler  qu’U  existait  plus  que  de  la  froideur  entre 
Lecemdre  et  Laplacb  , et  certainement  c’est  plutôt  l’homme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  'éclaircir  aujourd’hui  quelques-  unes  des 
parties  do  la  Mécanique  céleste , mo\%  c’est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  élevé  aux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques.'  ^ 
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tits divîsears  gabelles  acqnièrent n°48 

Application  des  formules  précédentes  h la  théorie  de  Jnpiter  et  de  Saturne. 
Détermination  des  inégalités  du  second  ordre , qui  dépendent  da  double  de 
Fargnment  de  la  grande  inégalité.  Lçs  variations  du  grand  axe,  de  Pcxccn- 
tricité,  dn  périhélie,  de  Pinclinaison  et  des  noeuds,  introdaisent  des 
termes  semblables  dans  Pexpression  du  moyen  mouTcinent:  mais  ces 
termes  se  détrnisent  d'*eux-mémes,  en  sorte  qa’il  n*en  résulte  ancune  iné- 
galité à longne  période  qui  pnisse  devenir  considérable;  ce  qui  est  con- 
forme an  théorème  sur  rinvariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mou- 

vemens,  démontré  n°  6o,  livre  II 5o  et  5r 

Variations  des  excentricités  et  des  périhélies  dépendantes  du  carré  de  la  force 
perturbatrice,  et  relatives'  nu  double  de  Pargument  de  la  grande  iné- 
galité  .' n°  5o 

Inégalités qnc  les  variations  précédentes  introduisent  dans  Texpression  de  la 

longitude  vraie  de  Jupiter  et  de  Saturne n<>  53 

Variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds,  dépendantes  du  carré  des  mafses. 
La  partie  non  périodigne  de  ces  variations , c^est-à-dire  celle  qui  se  rapporte 
aux  inégalités  séculaires,  est  la  seule  qui  pnisse  acqnérir  une  valeur  sen* 

sible n°  54 

Équation  de  condition  à laquelle  doivent  satisfaire  les  variations  précédenles  \ 
conséquences  qui  en  résultent  relativement  à la  stabilité  du  système  plané- 

tairc,  en  ayant  même  égard  au  carré  des  forces  perturbatrices n<>  55 

Considérations  sur  les  conditions  d*ou  dépend  la  stabilité  du  système  solaire 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbes  planétair.  56 
Examen  des  inégalités  du  premier  ordre , qui  peuvent,  par  leur  combinaison, 
produire,  dans  Texpression  des  longitudes  vraies  de  Jupiter  et  Saturne  , des 
inégalitésdusecond  ordre  afièctées  de  Pargument  delà  grande  inégalité.  n<>  S’j 
Expressions  analytiques  des  inégalités  précédentes  les  plus  sensibles» 

n°«  58,  59,  6o,  6i,  ct6a 

Relation  générale  qui  existe  entre  les  parties  dépendantes  du  carré  de  la  force 
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pciturbatrice , des  inégalités  correspondantes  de  deox  planètes  soomiscs  h 
leur  action  réciproque.  Otte  relation  est  analogue  à celle  qni  lie  entre  elles 

les  inégalités  correspondantes  du  premier  ordre n©  53 

Inégalités  de  la  longitude  de  Tépoque  dépendante  dn  carre'  des  forces  pertur- 
batrices, et  relative  à la  grande  ine'galitéde  Jupiter  et  de  Saturne..  n°  64 
Les  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  doivent  s^ajouter  aux 
longitudes  moyennes  dans  les  expressions  du  rayon  vecteur  et  de  la  long!- 

tnde : no  65 

Manière  d'avoir  égard  aux  changenaens  qu’éprouvent  les  coefficiens  des  iné- 
galités  planétaires  par  l'effet  des  variations  sécnlaircs  des  élémens  ellip- 

nqaes po  66 


CHAPITRE  V.  Des  perturbations  dans  les  mouvemens  des  planètes  et 
deê  comètes  y dues  à la  résistance  d’un  milieu  très  rare. . . . . page  371 

Expressions  des  variations  dilFérentiellcs  des  élémens  de  l’orbite  elliptique, 
en  supposant  la  résistance  du  fluide  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 

dont  la  planète  est  animée po»  gg  gj  g^ 

L’c£Pet  de  cette  résistance  est  de  diminuer  progressivement  le  grand  axe  et 
l’excentricité  de  l’orbite,  tandis  que  le  périhélie,  l’époque,  l’inclinaison , 
et  le  nœud  ne  sont  assujettis  qu’à  des  variations  périodiques.' La  résistance 
du  milieu  ne  change  donc  à la  longue  ni  la  position  du  plan  de  l’orbite, 
ni  celle  du  périhélie  j mais  elle  diminue  sensiblement  la  durée  de  la  révo- 

luüon........ nO  70 

Examen  particulier  du  cas  où  les  orbites  sout  très  excentriques,  comme  celles 
des  comètes.  Intégration  des  formules  différentielles  dans  diverses  suppo- 
sitions sur  la  loi  de  densité  du  fluide  éthéré n®  71 

Applications  de  la  théorie  précédente  à la  comète  à courte  période 

• n®7a 

Application  des  mêmes  formules  à la  détermination  des  inégalités  dn  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes,  produites  par  l’action  de  la  lumière 
solaire,  soit  qu’on  la  regarde  comme  due  aux  vibrations  d’un  fluide  élas- 
tique, soit  qu’on  la  considère  comme  nne  émanation  do  Soleil.  Équation 

séculaire  qui  en  résulte  dans  le  moyen  mouvement n®  78 

La  diminuiion  de  la  masse  du  Soleil  dans  le  système  de  l’émission  , produit 
une  seconde  équation  séculaire  dans  les  mouvemens  moyens  des  planètes 
et  des  comètes.  Pour  la  Terre,  cette  équation  est  à celle  qui  résulte  do  choc 
de  la  lumière,  dans  le  rapport  de — ï à o,ooon3ia4<  L’impulsion  de  la  lu- 
mière est  insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre , et  elle  n'influe  pas  d’on 
quart  de  seconde  sur  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Il  résulte  encore  de 
cette  théorie,  que  depuis  deux  mille  ans  la  masse  du  Soleil  n’a  pas  éprouvé 
deux  millionièmes  d’altération. 

Recherche  de  l’équation  séculaire  qui  résulte,  dans  les  mouvemens  plané- 
uires  de  la  transmilsion  successive  de  la  pesanteur,  en  la  regardant  coW^e 
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non  sphéricité  du  Soleil page  3o8 

Dévcloppeuicut  de  la-fonction  perturbatrice,  en  ayant  égard  & l’ellipticité  du 
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inégalités  périodiques n®  76 
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grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  l'inégalité  du  mouvement  en  latitude 
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Les  inéRaiites  qni  résultent  de  ractîon  des  satellites,  dans  les  roouvemens  des 
planètes,  sont  toutes  pérîotliqnes,  et  la  petitesse  de  lenrs  masses  comparées 
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Elles  sont  insensibles  dans  les  mouvemens  de  Jupiter,  et  il  est  probable 
qa''il  en  est  de  même  pour  Satoyne  et  Uranus.. . n<>  83 

L’action  des  comètes  sur  les  planètes  csttont-.’i-fait  insensible.  Ainsi  l’action 
de  la  comète  de  1770,  celle  qui  a le  plus  approche  de  la  Terre,  n’a  pas 
altéré  de  0^,9  la  durée  de  l’année  sidérale^  elle  a traversé  le  système  entier 
des  satelliU‘8  de  Jnpiler  sans  y causer  ancune  perturbation.  On  eirdoit  con- 
clure qne  les  masses  des  comètes  connues  jusqu’içi  sont  trop  petites  j>onr 
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Examen  nonvean  des  formules  qui , le  déterminent,  tendant  prouver: 
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et  en  latitude  des  planètes « 
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CHAPITRÉ  XIV.  Théorie  de  Térius.j page  4»*^ 
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Recherche  delà  limite,  jusqu’h  laquelle  on  doit  porter  rappfokûùaiioi» dans 
ie  calcul  des  inégalités  du  rayon  vecteur.  Valeurs  numéri^w»bj*  »tteg«|»lÇs 
sensibles  de  la  longitode  cl  du  rayon  vecteur.  Déterfflittati^n  d’une  iné- 
galité à longtTe  périorle  dü  mouvemen  en  longitude  dépettdanlfc  des  CUi- 
quièraes  puissances  des  excentricités,  et  produite  par  Paction  de  la 
— Inégalités  de  la  latitude;  elles  résoltcnt  de  Paction  de  la  ierre,  Mars 
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et  Jupiter ^ 
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CHAPITRE  XV.  TAéorie  de  la  Terre....... page  4»7 
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Recherche  de  la  limite  jùsqù’à  laquelle  on  doit  porter  l’approximation  dans 
^ Ift  calcnl  du  rayon  vecteur;  —^^îaienrs  numériques  desinégati^  sensibles 
qui  a£Pecteùt  lâlOUgktîdè  et  lé  hiyon  tecténr  de  là  Tèrre.  Inégalité  h longue 
période  dépendante  des  cinquièn^s' puissances  des  inclinaisons,  et  résul- 
tant de  Paction  de  Vénus  sur  le  ^héroïde  terrestre.  — Inégalités  du  mon- 
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veiueal  en  latitude } elUs  résoltent  de  l’action  de  V«fnu8  et  de  Ju- 
piter  » 97 

varUtion»  gecolaires  de  l’orba  terrestre,  de  rëquatenr,  gt  de  la  longueur 
deraanég.  Application  des  formule»  qoi  les  dctcrnamèot  aai  observations 
ios  pina  anciennes  qui  noos  soient  parvenues.  Détermination  de  detwi^po- 
qoet  remarquablas,  celle  ou  le  grand  axe  de  Porbe  solaire  coHiciiioit  avec 
la  ligne  des  ëqnimozes , tl  celle  où  ces  daux  ligaea  fairaleat  entre  tllat  no 
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CHAPITRE  XVI.  Théorie  de  Mars page  4^8 
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Recherches  de  la  limite  à laquelle  il  est  nécessaire  de  porter  Papproximation 
dans  le  calcul  du  rayon  vecteur.  Valeur  miraériquc  drs  ipégalriés  d®  ht  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur.  Les  inégalités  de  la  latitude  sont  très  peu 
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CHAPITRE  XV4L  Théorie  de  Jupiter. page  43'^ 


La  lltèorie  de  cette  planète  et  celle  de  Saturne  méritent  une  attention  parti- 
culière. — Recherche  de  la  limite  h latjpelle  doit  sVtondre  Papproximation 
dans  Pévaluation  du  rayon  vecteur.  Valeurs  numériqnes  tics  inégalités  de 
la  longitude  et  dn  rayon  vecteur.  Elles  résultent  de  Paction  de  la  Terre, 
3aturne  et  Uranus;  rpais  les  plus  considérables  sont  produites  pay  Paction 
de  Saturne.  Inégalités  indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons  • n”  100 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Elles 

résultent  de  Paction  de  Satqmc. n°  loi 

Inégalités  dépendantes  des  troisièmes  etcinquièmespuîssanccs  des  excentricités 
et  des  inclinaisons^  ainsi  que  dn  carré  de  la  force  peyturbatrice..  — Calcul  dfp 
variations  séculaires  des  éicmens  elliptiques  , en  ayant  égard  anx  termes  dé- 
pepdans  du  carré  des  masses.  — Evaluation  numérique  des  differentes  parties 
dont  se  compose  la  grande  inégalité  du  rnouvement  en  longitude.  — Recber- 
che  de  qnelqncs  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 
et  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  myme  table  que  les  inégalités  déjà 
calculées..  «—Inégalités  du  rayon  vecteur  dcpcndantes.de  Pargnment  de  la 
grande  inégalité.  — Inégalités  de  la  latitude.  Elles  dépendent  de  Paction  <le 
3attime.  — Inégalités  sécnlaiies  des  inclinaisons  et  des  nœuds  surPéclip» 
tique  fixe  et  sUr  Pécliptignc  vraiç,  en  ayant  égard  aux  termes^dc  Pprdredu 


carré  de  la  force  perturbatrice •.  * n°  tpi- 

CHAPITRE  XVIII.  Théorie  de  Saturne page  45i 


Les  inégalités  de  Satuinc  sont  les  plus  considériddes  du  système  planétaire. 
— Recherche  de  la  limite  à laquelle  il  Xaut  porter  Pappro;iimation  dansv 
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le  calcol  du  rayon  vecteur.  — Inégalités  <ie  la  longitude  et  do  rayon  vectcor 
indépendantes  dos  cxceatricitcs.  Inégalités  de  la  longimdc  et  du  rayon 
vecteur  de'pendantes  des  carres  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  or- 
bites» — Grande  inégalité.  Termes de'pendans  des  produits  de  trois  et  de  oing 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Termes  dependans  du 

carré  de  la'  force  perturbatrice n”  loa 

Inégalités  delà  latitude.  Elles  résultent  de  l’action  de  Jupiter  et  d^Uragus. 
La  plus  considérable  dépend  des  produits  des  excentricités  par  les  inclinai- 
sons.— Inégalités  sécolaircs  des  inclinaisons  et  des  noeuds  sur  récliptique 
fixe. et  sur  récliptiqne  vraie,  en  tenant  compte  des  termes  dependans  du 
carré  de  la  force  perturbatrice n*  io3 
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Recherche  de  la  limite  à laquelle  il  faut  porter  Papproximation  dans  ré- 
valuation  du  rayon  vecteur.  Calcul  des  inégalités  sensibles  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur.  Elles  résultent  dé  faction  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Inégalités  du  mouvenient  en  latitude « n<>  io4 
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CHAPITRE  XXI.  Supplément  a la  théorie  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne  « page  490 

^Application  des  formules  données  n*a5  au  calcul,  par  le  moyen  d’inté- 
grales déCuics  , des  coelBciens  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  et  de 
Saturne.; ‘. n«»îoQptno 

Accord  qui  existe  entre  les  valeurs  des  deux  grades  inégalités  de  Jupiter  et 
de  Saturne  ainsi  déterminées,  et  celles  qn’on  a obtenues  par  la  méthode 
des  développemens  en  séries . , 1 1 1 

Nouvclles'form'nles  donnant,  sous  forme 'finie  | W.J^wuî'lbà^ons  du  rayon 
vecteur,  delà  longitude  et  delà  latitude.  Usage’’ qu’on  ch  doit  faire  pour 
^déterminer,  pa  rie  moyen  des^uadraturts  paraboliques,  toutes  les  inéga- 
lités sensibles  d’une  planète ,V. n®iiu 

Tableau  présentant  la  réunion  de  toutes  les  inégalités  sensibles  du  mohvcmënt 
en  longitude  et  en  latitude  de  Jupiter  et  de  Saturne , disposées  dans  l’ordre 
le  plus  commode  pour  la  formation  <^ei  tables.. n®  1 13 
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invariable.  Conclusion  de  la  théorie  des  inégalités  planétaires,  page  477 
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Théorie  des  Mouoemens  planétaires. 

« 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvenicns  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles,  soit' par  l’action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l’objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  sy.stème  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d’avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d’un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  l’ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s’en  trouve  que 
Tome  III.  y i 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles , et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenu  dans  le  livre  II  que  comme  une 
première  approximation  des  mouvemens  planétaires, 
et  elle  ne  sufîirait  pas  aux  besoins  de  TAstronomie, 
dans  1 état  de  perfection  où  cette  science  est  aujour- 
d’hui pai'venue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  nous . donnerons  dans  ce 
livre  l’expression  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre a toute  l’exactitude  qu’exige  la 'précision  des 
observations  modernes. 
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CHAPITRE  PREMIER. 
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Développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons des  orbite^  jusqu*aux  termes  dépendons 
de  la  septième  puissance  de  ces  élémens. 


1 . N ous  avons  donne  dans  le  n®  8i  du  second  livre, 
l’expression  de  la  fonction  perturbatrice  R développée 
jusqu’aux  ternies  de  l’ordre  du  carré  des  excentricités 
inclusivement  ; mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à mesure  qu’on  veut  atteindre  à 
un  plus  haut  degré  d’approximation  dans  la  théorie 
des  hiouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  nous 
occuper  d’abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  l’action  réciproque  de  deux  planètes 
m et  m'  en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par.  R la  fonction  qui  exprime  cette  action,  on  a, 
n®  48  du  .second  livre 


K 


rti 


r . I 


/3 


]• 


(t) 


Xy  7*,  s étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m re- 
latives à trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, r son  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  z', 

r'  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  à m' , Si 

I .. 
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Fon  nomme  p la  distance  des  deux  planètes  entre 

elles,*  en  sorte  qu'on  ait*  • ’ ^ 


f = V/  (-3?'  — • -h  (/  — j)  • 


la  valeur  précédente  pourra  s’écrire  ainsi  : 


Sous  cette  forme  on  voit  que  R ne  dépend  que  de  la 
distance  des  difiérens  corps  du  système  entre  eux  et 
à l’origine  des  coordonnées,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes'auxquels  on  rap- 
porte les  mouvemens  de  ces  corps. 


Cela  posé,  pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  des  XJ"  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m et  de  in,  et  pour  axe  des  x 
celte  intersection  même.  Si  l’on  nomme  e l’angle  que 
le  rayon  r forme  avec  cette  droite,  l’angle  formé 
par  cette  mêrne  droite  et  par  /*',  <p  et  (p'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m et* de  m'  sur  le  plan  fixe. 


on  aura 

JC—  r cos  V , ^ sin  cos  (p , z = r sin  t/  sin  <p , 
jc'=r' cosi^',  ^'  = /*'siiu>'cos(p',  2==r'sint^'sin<p',* 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  R , qu’on  nomme  y 
l’inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites,  et  qu’on  ob- 
serve que  (p'  — en  faisant,  pour  abréger^ 

I — cos;>.  = 2SÎn*7^=:  * A“ 

V= — r/*'  sin  P sin  v'z=^rt^  [cos  ' — cos  (/ — t»}] ; 

en  sorte  que  A représente  le  double  du  sinus  de  la 
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moitié  de  Tangle  que  forment  entre  eux  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes  > on' trouvera  • \ ' 


R 


m'f  —jr  . 1/ 

L V r’  -4-r  *—  2rr  c 


V/r’  -f-  r *—  2rr  c<>s  ) — A*  V 
rcos(i^'  — t^)  1 . V‘ 


1 vn 


fonction  qui  ne  dépend,  plus  que  de  l’inclinaison  rau* 
tuelle  des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m et 
de  m'  par  rapport  à la  ligne  des  nœuds. 

• Soit  n la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’orbite 
de  m',  comptée  sur  Torbitè  de  m à partir  d’une  ori- 
gine fixe  ; pour  rapporter  à la  même  origine  les  angles 
V et  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  lés  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes , à partir  de 
leur  commune  intersection,  il‘ suffira  de  substituer 
V — ifï  et  — n à la  place  de  v et  de  é'  dans  les  èx- 

pressions  précédentes.  L’angle  représentera;  alors  la 

distance  de  la  planète  m à son  nœud , comptée  sur 
l’orbite  de  .m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  l’orbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l’angle  v,  ' . . 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V de- 
viendra ainsi 


V = 7 rr  [cos  (u  -4-  ail)  — cos  (y* — ; 

et  c’est  cette  valeur  qu’il  faudra  substituer  dans  Fex- 
pression  précédente  de  R,  qui  n’éprouvera  pas  d’autre 
altération. 

Cette  expression  .conservera  la  même  forme,  quel 
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que  soit  le  plan  passant  par  le  centre  du  soleil  auquel 
on  rapporte  le  luouyement  des  deux  planètes,  pourvu 
qu’on  exprime  les  coordonnées  Xyy^z,  a/,  etc.,  rela- 
tives à ce  plan , en  fonction  des  coordonnées  polaires 
de  m et  de  m';  elle  a donc  toute  là  généralité  dont 
elle  est  susceptible.  . ' , 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d’in- 
troduire dans  la  fonction  R.  les.  variables  qui' déter- 
minent la  position  du  plan  mobile' de  l’orbite  de  .m 
par  rapport  à un  plan  fixe  quelconque , ' quantités 
qu’elle  ne  renferme  qu’implicitement,  sous  la. forme 
précédente.  Pour  cela,  nomiUorts  <p  et^^  les  inclinai- 
sons respectives,  et  II  et  FI'  les  longitudes  des  nœuds 
des  orbites  de  m et  de  m'.  Sur  ce  nouveau  plan;  on 
aura  i » 

• V • 

ços  y = cos  <p  cos  (p[  ri-  sin  <p  sin  (p/  cqs  FI). 

En  substituant  donc  dans  R' à la  place  de. . . i . . ... 
A*  = 2(1  — cos  > ) sa  valeur , cette  quantité  se . 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  (p,  <p*,Tl 
et  Fi',  relatifs  a un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l’on  rapporte,  comme  nous  Pavons  fait  n“  86 , 
livre  II , le  mouvement  de  m au  plan  de  son  orbite 
primitive,,  l’inclinaison  (p  et  l’angle  11'^ — Il  seront  de 
l’ordre  des.  forces  perturbatrices,  et  l’on  pourra  né- 
gliger leur  carré  quand  oq  fera  abstraction  des  quaq^ 
tités  du  second  ordre  par  rapport  a ces  forces.  En 
nommant  donc  y ce  que  devient  y relativement  a un 
temps  quelconque  compté  de  l’instant  qu’on  a choisi 
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pour  époque^  on  auta  et  par  cooséqueut  ; 

cos  y =;  cos  y -f-  sin  ^ sîq  y, 

t . 

U faudra  doue  dans  lexpression  de  R su!>stîtijer 
a(i — cos 9^ — siu^sin^)  à la  place  de  A*;  en  nommant 
R la  fonction  résultante,  on  aura  ainsi  t 


R 


=mf  ^ r / 

L.  i/  r“  -4-  r'* — arr'  cos  (v  — i/)  — - 


Vr’  + r' 
rcos  (/ — v) 


{v  — i/)— -A*  V -f-  asiu  ^sin  T' V 
V . . . ' V ■ ■ 


. . V“1 

p3  4-8in<psin>^J. 


On  peut  observer  d ailleurs  que  si,  pour  plan  üxe 
des  xjTf  on  prend  un  plap  passant  par  l’intersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  h 
chacune  d’elles,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l’orbite  primitive  de  m,  on  aura^ 


a:— rcos(v — n),  ^•=srsin(v — n)cos^,  zr=rsin(t' — n)sin^, 
r'=r'cos(i'' — n),  y'=r'sin(/— -n)cosy,  z'=r'sin(i^' — n)syiy. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  (i) 
de  R,  et  qu’qn  néglige  le  carré  de  sin  <p,  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
on  retrouvera  l’expression  précédente,  et  cette  ex- 
pression, d’ailleurs,  d’après  ce  qu’on  a vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  commune  intersection  des  orbites  de  rrf  et  de  m'. 

On  conçoit  ihaintenant  que  si , dans  les  deux  fonc- 
tions R et  R,  les  variables  r,  r\  v,  et  la  constante 
n,  avaient  les  mêmes  valeurs,  en  sm  te  que  la  valeur 
de  la  fonction  A fût  la  seule  altérée  en  passant  de  l’une 
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à Tautre,  on  déduirait  immédiatement  l’expression 

du  développement  de  R de  celui  de  R,  en  substituant 
dans  ce  dernier  A* — 2 sin  a la  place  de  A*;  mais, 

par  l’effet  du  déplacement  ^ la  commune  intersection 
destorbites,  les  quantités  V et*  sr  ont  des  valeurs 
différentes  dans les  fonctions.  ^ Commençons 

donc  par  déterminer,  les  accroissemens  que  subissent 

ces  angles  lorsqu’on' passe ^ de  R a R.  ~f- 

Pour  cela,  considérons  le. triangle  sphérique  com- 
pris entre  le  plan^de  Forbite  primitive  de  /w,  celui  de 

son  orbite  mobile  i et  le  plan  de  l’orbite  de  m'. 

* 

Les  trois  angles  de  ce  triangle  seront  0,  y et  i8o®~jk 

et,  en  honimànt<Tn  le' côté  opposé  à l’angle  par- 
les reÿes  dé  la  trigonométrie  sphérique,  on  aura,  à 
très  ]^tt  près 

siu  (pin 


Sin  y 


et 


sin  <pin 

sin  y 


pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  y et  0.  ' 

Maintenant — n,'  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l’angle  que  fonne  le  rayon  r avec  la  ligne' dés  nœuds 

iTVj 


rayon 

dé  l’orbite  de  Forbîte^  primitive  de  m.  Si  l’on’ 

projette  sur  ce,  dernier  plan  le  nœud  de  l’orbité  de 
m*  sur  le  plan  mobile  de  l’orbite  de  l’angle  coinpris 
entre  m et  ce  meme  nœud  sera  égal  à l’angle  v — n,' 
moins  lé  mouvementdé  la  ligrie  des  nœuds-péndànt 
le  temps  compté  sur  forbite  de  m'  et^projeté  sur 
le  plan  fixe,,  c’est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal,  à 
très  peu  près , à , ^ - m 'i  ; 
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_ sin  ^^11 

U — n r- — cos  y. 

sin  y ' 

D’ailleurs,  la  longitude  de  l’intersection  de  l’orbite 
de  m' avec  l’orbite  mobile  Aem  , comptée  de  la  même 

LJ. 


oniriné^èi%  lés  angles  v,  V et  H,  est  fl  4- 


sin  ç>ên 

iriit*!  lînt  ‘ ' ” ' ' • ^ y 

L’angle  i',  pu  la  distance  angulaire  de  m à la  droite 

fixe,  d’où  les. angles  sont  comptés, ^devient  donc, 
relativement  à l’orbite  mobile,  . 


T " 


«n>*I  V 

V,  + (l  cos  >). 

Et  en  désignant  par  II,  ce  que  deviennent  les 

quantités  v.  p'et  II,  relativement  à la  fonction  K,  on 
aura:  / . 

i ep  :yj . ^ J r ' ■ 

r.l  -.  .4,‘r=riK>  ; 1 . sinffi^*  .sinip^n 

V ~ U sa  — ( 1 COS  >)  — ‘ 

S^ny  ^ti  jSiny  » 


sin  <p^n  > î 


sin  y 

C’est-à-dire  <]p’en  passant  de  la  fonction  R à la  fonction 
R , l’angle  pcipltrade — ( i — -cos  et  l’angle  II, 

qui  désig^é^ki  longitude  du  nœud  dè  l’orbite  de  m* 
sur  l’orb^  mobile  de  t»,  de  d'n  étant  le  raou- 


■:y<^  . ‘ÿs.  ’ ' sin  y 

yenient  pendant  le  temps  du  nœud  de  l’orbite  mo~ 
bile  dé  m sur  lé  plan  fixe  ; enfin  la  fonction  A recevra 


Tàccroisiii^ent^  En  * négligeant  'donc’  * le 

carré  de  et  de  J'Hon^aura  ^ î su, 
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R = R — «Pn  sin  <p  tang  t 3'  ^ 

I sm  q>  dK  ^ sin  y 
' sin  y . * c?n  X d X 

' . A la  place  de  J'n  et  de  ^(p,  qui  déterminent  les  va- 
riations de  TorLite  mobile^  de  m relativement  au  plan 
fixe  de  son  orbite  primitive,  on  peut  introduire  dans 
l’expression  précédente  les  quantités  p et  q , que  Ton 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  J'n  et  Jjp,  En  effet  si^  comme 
dans  le  n®  45  du  second  livre,  on  fait 


pcss  cT.  sin  P sin  II,  ç sin  (p  cos  II, 

en  eOéctuant  la  différentiation  et  en  supposant,  pour 
plus  de  simplicité.  Il  = o dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  à prendre,  comme  nous  le  ferons. dans  la 
suite , l’intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l’origine  d’où  les  angles  sont  comptés,  on  aura 


P ==  sin(p.J'n,  q = 

et  par  conséquent  : 

î)  T>  . ^ dK  . P dix 

, = R - Z’  tang  , 


— q COS  i ^ 


dR 

dx* 


• Gelte  Valeur  est  cdle  qu’il  faudra  substituer  dans 
les  formules  des  n“  44  45  du  second  livre,  qui  déter- 

minent; les  variations  différentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m autour  du  soleil  troublé 
par  l’action  de  m\  et  l’on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 
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dulre  par  la  différentiation  , des  différens  ternies  de  R 
les  termes  correspondans  de  R,  ce  qui  dispensera 
d’e ffectuer  le  développement  de  cettedernière  fonction. 

3.  Cela  posé,  si  Ton  développe  rexpressioii  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 
aura  î v-  ■>  v.\  ^ N ^ > •• 

I. 

I rr  cos  — (') 


R = m'[ 

2 II 


,t/r»  4-  — 2rr^os  {y  — ) 


[r^  4 ““  2rr'  cos  {v'  — . 

1 3 4-  . t • • î • I * t 

-I-  m'.-.j  AW* * ' »'■>. 

2 4 


] 


[r^  4 r'*  — nrr  çbs  {v  — V)] 


2^6 


“h 


[r^4r'®4—  2rr'  cos  (r  — e)]»  4- 

;*f  <Li  t I g 

[r“  4 f'**  ^ cos  (t»'  4.  v)]  ■ 


etc.  ; 


cjffrfij/*  î 


- ~ Ù S\  > i G s • ^ 


! 


série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principales  planètes  l’une  Sur  l’autre  étant 
de  très  petites  quantités,  on  n’a  point  considéré jusr 
qu’ici  dans  leurs  perturbations  les  .inégalités»  dépen- 
dantes, des  puissances  des  inclinaison^  supérieures  à 
2a  quatrième,  et  l’on  verra  en  effet  d^ns  la  suite,  que 
ces  inégalités  doivent  être  tout>à-fait  in^nsibles*  Nous 
nous  bornerons  donc  désormais  à considé»;er  .les  trois 
premiers  termes  de  la  précédente  série.  • . ; ^ . ^ .;i 
, Par  les  formules  du  » mouvement  » , elliptique  , 
on  a : . j*vi»  uU  a «iiidÀj»  cjiji 
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^ = I +i  e*  - (c  - ? é>  +^  e»  )cœ(7i<4-€-<») 

0 5 ^ ^ ® •)  ^ * ' 

— ^ I cos  4(nt-^  e — a>) 

1 25  ' 

— ^q7  COS  5(nt  + è — û))  + etc;, 

004  ’ • ' J. 

if  z=  nt  -f-  € -f-  (^e  — ^ e®  -f-  ^ ^ sin  (jit  + e 

+ Qe‘  — ^e*)s\n2{nt  + e—a>) 

• ( • 

+ (tI  e’  — ^ e»)sin  5 (nt  + t — a) 


ù>) 


4-  sin  4 ( -f-  € — • ûj  ) ' 


+ 


>097 

960 


e*  sin  5 ( 72^  + Ê ) -f-  etc. 


-h 


-I 

Les  angles  -j-  £ et  ^ étant  supposés  comptés  de 

la  meme  origine  que  l’angle  les  valeurs  donneront 

■ r'  . • ■'  ‘ 

celles  de  et  de  v'  en  marquant  d’un  accent  les  let- 
tres 72,  e,  € et  û). 

• • • 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  R , cette  quantité 

deviendra  fonction  des'  longitudes  moyennes  nt^e, 
7i7-j-£'«des  deux  planètes,  dès  longitudes  des 'péri- 
hélies, des  demirgrands  axes,  des  excentricités  èt 
de  l’inclinaîson  mutuelle  des  orbites,  ‘et  l’on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles 
proportionnels  à nt  -p  g et  n't  -H  é',  d’apris  les  prin- 
cipes établis  n°  4d  du  second  livre. 
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I 

Pour  cela , on  supposera  d*abord  les  orbites  circu- 
laires , ce  qui . donnera  rz=  a,  r*  = z=  -f-  i, 

V*  = n't  -|-  ê',  èt  par  conséquent, 

» * 
m'.  r \ — (n^f  — nt  -f-  /—  iH 

Lt/a'*H-a* — a«a'ci>s(«'i — — i)  J 

^ . 

(£a'*+a* — 2aacos{n't — nf-f-i'— «)]*  3 


W 

8 


.x<V'* 


§* 


[«'*-+•  a* — aao.'coa(/i'f — nt-i-t — 1)3* 

. En  nommant  V'  ce  que  devient  V dans  la  même 
hj'pothèse,  c’esl-^*dire  en  supposant  : 

y'=  { aa!  [cos  {jîl  -f-  ni  -f  - *' — < — an)  — cos  (n'i  — ni  -f-  % — i)] . 

*.  é 

On  donnera  ensuite  à a,  a' y ntr^  i y n't  -|-  g',  des 

accroissemens  au  y duy  v et  v' y qui  comprendront  les 

termes  des  valeui-s  de  r,  r,  v et  v\  qu’on  a d’abord 

négligés;  en  sorte  qu’on  aura:  • . i 

* » 

r = n-f  an,  r=n -f  nV,  v = nl t + v = n i + t'-f- , 

et  il  sera  facile  de  développer  R en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  a.scendantes  de  e , e'  et 
En  effet,  faisons  comme  dans  le  n"  48  du  second 
livre.  . 

[a*  -f-  n'*  — lad  cos  {rît  — nt  -f-  g'  — ^ 

,,  — 4,  cos  («V  — n<  4- 6' — e)  i 

f 

= ^ 2 CO6  i {rît  — nt  — ej 
• • 

[rt*  + a'*  — 2rt«'  cbs  (n'(  — nt  -f-  s'  — «)]' 

— 4,  = ^ 2BWcos/(«'<— t). 

« 

J 


.1  • 

' M 


.A 


f 


I 
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• Supposomdeplus, 

' [fl»  -j-  fl'»  — 2qd  cos  (n't  — ; e'  — €)}  • • 

=T3  i 2 cos  i (n't  — H-  €'  — «). 

La  caractéristique  2 devant  s’étendre  à toutes  les 
valeurs  entières  de  i positives  ou  négatives  y . corn-, 
pris  zéro , en  observant  qu’on  a généralement  : 

sin  / ) 2 cos  i (n't  — nt  ^ — e ) 

= 2 sin  [/  {n't  — nt  -f-  € )^ft  -|- / ] 

cos  (yiî  -h  Z ) 2 A^'^  cos  i (n't  — nt+&'  — 6 ) 

• h=  2 A^^  cos  [Z  (n't  nt  + é!  — i) -irft  -+•  Z] 

sin  (yZ  -4-  Z)  2Z*^'^’A^‘^ sih  / (n't  -^nt  '-y-  ^ — g) 

s=:  — 2Z*^*^*  A^'^cOs  [i  (jn't — nt-^e'- — ^-fy^'^Z], 

. • • * * 

ft-\~  l étant  un  angle  et  g un  nombre  entier  quel- 
conques , et  de  même  pour  les  fonctions 

2 cos  i {n't  — -f-  c'  — c ) 

et  " 2 cos i{n't  — ?it  é!  — g ). 

La  fonction  Pt',  eu  substituant  pour  V'  sa  valeur, 

et  en  faisant , pour  abréger , n't  — nt^i'  — g = a 

deviendra 

*• 

i 

ir=  — Z.r AC*)— 7 X'JaV/'»  i^CC')  4.  (:c*-0)"|  1:0s  U 

2 L ^ '*4  J 

-f-  x*2.  r rt<j'nC'“') — — x’//’’«'*((>CO-i-  CC*"*))1  cos(j’a  4-2«<  +'2i  — all) 

O . L . O V •.  J • 

•if 

■ — •x<«’rt'*i-CC'~’)  cos  {i<t  + \nL  + 4*  — 

I2ft_  > 

\ « 

l)n  pourra,  dans  colle  formule , supposer,  quel  que 
soi!  / , . 
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Aÿ  ==  aa!  = a*a!-  0‘>. 


Par  cette  nôuvelle  notation,  les  quantités  A^^\ 
A (»V A?/  seront  toutes  trois  des  fonctions  homogènes 

î 1 '•f  KiX:'*'  :■  I “ ' ^ - ^ 

de  a et  al  de  la  dimension  — i , ce  qui  donnera  ^ 
la  fois  p^ü  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. ^Noos  ne  faisons  toutefois  qu'indiquer  cette 
notation  à ceux  qui  voudraient  s’occuper  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  R , ét  nous  continuerons  à con-> 
sidérer  les  quantités  et  pour  conserver  l’ana- 
logie des^  formules  suivantes  avec  celles  du  second 
livre.  ^ 

f ; - 

Cela  posé  , on  pourra  regarder  . 2 A^‘^  cos  iau 
comme'  .une  fonction  donnée  des  trcMS  quantités 
a,  d et  J a,  que  nous  supposerons  variables.  Op, 
si^l’on  nomme  z une  pareille  fonction,,  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a^au,  al al lî , 

\ ^ • r 

+ ‘',T-  f'/’  on, désigne  par  le  coefficient  du 

produit  a"a'"  dans  le  développement 

de  là  fonction  résultante , ou  sait  qu’on  aura  généra- 
lement ; ‘ y 

^ da”^  da  " daP 

(1.2.3..  m)  (ï.2.3...«)  (i.2.3...^j* 


On  ^ 'déterminera  par  celte  forn|<?le  les  coeffi- 
ciens  des^diflférens  termes  du;dé^^ç>ppement  de  la 
fonction  cos  ict;  eii  re^plaiéant.  ensuite  24^  . 

Vf  elf  , par  leurs  valeurs^vbn  développei'a  les  pro* 
duits  successifs  m"  w'"  en  séries  ordonnées 

par  rapport  aux  excentricités  des  orbites  et.^rolon-^ 
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gées  jusqu’aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d’obtenir  par  une  simple  substi- 
tution le  terme  de  R dépendant  d’un  argument  donné 
et  d’un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons.* 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’applique  évidemment 
aux  quantités  2 cos  ict , 2 cos  icL,  et  peut  s’é- 
tendre aux  quantités  2B^'^cosfia-{-  iint  -|-  26  — 2U), 
2CCO  COS  ( icL  -|-  /^nt  -f*  4^  — suffira  de  regar- 

der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a y o! y a,  et  72^  H-  € , et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  variables.  , 

On  pourra  donc  , dans  tous  les’ cas,  former,  d’après 
les  principes  précédens  , le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  étendu  jusqu’à  tel  ordre  de  termes  qu’on 
voudra  considérer,  et  l’ori  n’éprouvera  en  général 
d’autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  Calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à mesure  qu’on  a égard  à des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

4.  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement, que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

iv!k  cos  [in!t  — int  -f-  l'ê'  — U — fcù  — fco  -7- 

11'  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  a', 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l’expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r,  r',  c,  / et  V. 
Or,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique , on 
voit  que  l’angle  iit  £ sous  les'signes  sinus  ou  cosi- 
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nus  est  loajours  accompagné  de  Tangle  — c?  dans  les 
expressions  de  r'et  de  v,  de  même  l’angle  est 

toujours  âocômpaghé  de  l’angle  — w';  enfin  dans  là 
valënr  de  *V*  Fangle  e'  -f-  e sera  tou  jours 

accompagné  de  l’angle  2II.  Cela  posé , le  terme 
qui  précède  peut  s’écrire  ainsi  : ‘ ‘ ' 

'm'k  cos^ii'— /'—/’)  (ni+4) 

(fit  s —r-  20)].  ( : 


Les  trois  derniers  angles  qui  entrent  sous  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  tetmes  périodiques  des  va- 
leurs de'  r,  r,  v,  v'  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  même  plan  , lé  coefîicient  de  ?î't 
serait  égal  à celui  de  nt,  puisque' l’angle  n't — nt-^c — -s 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  de  R,  en  sorte  que  le  coefîicient  de  n't 
ne  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l’introduction  des  ternies  dépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu’on -aura 
généralement  entre  les  quantités  /,  y,  la  re- 
lation suivante  : . 

ou  bien  i'~i—J—f—2f'=o, 

> 

i,  iffyf'y  f'y  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  quelconques. 

Quant  au  degré  d’élévation  du  coefficient  À*',  nous 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  v,  r',  i^', 
sont  telles,  que  les  coefficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 
chaque  multiple  de. l’anomalie  moyenne  g — o) 
forme  une  séné  procédant  suivant  les  puissances  de' 
Tome  III, 
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mërônt  dtie  dés  pùissàhcés  paires  dé  e,*e'  et  X.  En  ne 
considérant  donc  parmi  les  termes  qui  dépendent  de 

15,  { ■ t i4  J i ' i i ■ ’»  t ( J 

1 angle  i n t — mi  que  ceux  qui  sont  de  1 ordre  le 


rit — int  que  ceux  qui  son! 
moins  ’ élevé  i ' le  térmé  général  de  R sera  de  la 
forme  ' . 

^ ^ ^ s • w 

cos  (EV^ — ‘int  —fou*  — f(A  — 

Les  nombres  f y f'y  sont  supposés  positifs;  si  1 un 

d’eux,  f par  exemple;  était  négatif , le  terme  précé- 
dent serait  de  l’ordre  V — i -h  2/,  la  somme  des  nom- 
bres  f y y*'  et  pris  avec  leurs  signes , devant  tou- 
jours être  égale  à ï.  » M 

Les  ^considéit’iàtiôhs  précédentes  sont'  surtout  utiles 
lorsqu’on  veut  déterminer  à’  priori  lés  termes  du'dc- 
veloppement  de  R qûi  dépendent  d’un  argument 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
élèvé’esf  de  i’ordrê  Z,  le  meme  "^argument  né  sé  re- 
produira plüs  ’qué'  parmi  les  termes  de  l’ordre  Z +^2 , 
ou  dte  ’ l’ordre  ‘ Z'^  ®tc’.*;  ' de  * sorte’  que'  si  Z est' un 

noînbre  pair;’ tous  les  termes ‘seront  d’ordré”pàir’,  et 
iIs‘’sero’nl^d’brdrè‘  irapâir  dans  le 'cas  contraire.  Ce' 
réstittàt  provient'  nori-séülertiént’  ‘de  la^  formé^  des  va- 
léurs’dè'r^  encore’ dé  cè  que  la’ 

fotllétibii-  'R  'dôit  ■ être'  indejiéndânté’  dé  l’originé  des  ' 
lon'gîtüdéè.  " 

^ Ainsi  , par  exen^ple,  si  l’on  propbsaît  de  déter- 
miner les  termes  de  R relatifs  à l’argument  5n't — 2nty 
on  voit  que  les 'moins  eleves  parmi  ces  termes  scp 
raient  de  Toi^e  5 — 2 ou  du  troisième  ordre , les 
suivans  du  cinquième ,»  et  ainsi  ’ de  suite.  Si  l’on 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre, 

2 • • 
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on  aura  = o ; les  nombres/,/',/', 

étant  supposés  positifs,  on  pourra  former  six  combi- 
naisons différentes , selon  que  deux  ou  un  seul  d’en- 
tre eüx  seront  supposés  nuis,  et' les  autres  successive- 
ment égaux  à 1/2  ou  5,  /"  excepté,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à i . Les  termes  dont  il  s agit 
seront  donc  compris  dans.-runé  des*  formes  sui- 
vantes : ' . 

• . 1 . . t . . 


cds 

(5/i'<  - 

- 2Ttt 

'5«'  — 

26  • 

- 3û)) 

» 

M<’W 

cos 

{5n't  - 

- 2Ut 

+ 

5ê'  — 

26  - 
« 

— 2û)  — 

-V). 

MWee'* 

cos 

(5n't  - 

- 2nt 

+ 

5ê'  — 

26  - 

V 

— û>  — 

2V), 

MOV» 

cos 

(5n't  - 

Ci 

1 

5e'  — 

26  - 

- 3V), 

M«5eA* 

cos 

{5n't  — 2nt 

+ 

Se' 

26- 

-,û)  — 

an); 

MOVa* 

cos 

{5n't  - 

- 2nt 

+ 

5e'  — 

26  - 

-û)'  — 

an) 

Quant  aux  quantités  M^'^,  etc. , il  sera  facile 
de  les  déterminer  d’après  ce  qui  a été  dit  n®  5. 

On  a souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires , d’avoir  les  différences  de  R , 
soit  par  rapport  a r,  soit  par  rapport  à v , soit  enfin 
par  rapport  à la  latitude  s.  Pour  les  obtenir,  j’observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r peut  se  mettre  sous  la 
forme  r = a(i  -f-  w) , en  désignant  par  u une  fonc- 
tion dépendante  de  l’excentricité  e,  mais  indépen- 

dante  de  a.  On  tire  de  là  ^ = i -|-  w ; et  comme  r 

est  la  seule  des  variables  r,  i»,  r',  t>',  qui, renferme  a, 
on  aura  ‘ ‘ . ‘ . 


dK 

da 


rfR  . , . dK  r- 


d, 


/<  /T  <■  x'  . ■'.'^  V ••  n '.Klw 
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ou  bien 


dK 

^dr 


a 


d^ 

Sfl- 


dK 


Quant  à ladiiFérentielle^rlielle  on  aV=7i/+£-f-(^^, 

en  désignant  par  une  suite  de  sinus  de  ranomalie 
vraie  nt^e — co  et  de  ses  multiples;  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée,  d’une  suite  de 
cosinus  semblables  ; on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à en  différentiaut  la  .valeur  de  cCtte 
fonction  par  rapport  à l’angle  £,  en  tant  qu’il  n’est 
pas  accompagné  de  l’angle  û?.,  c’e^-à-dire  qu’on 
aura 

^ ^ 

du  d,  ^ 

t 

pourvu  qu’en  prenant  cette  dernière,  différence 
on  ait  soin  de  considérér  comme  constans  les  an- 
gles  6 — ù)  qui  sont  introduits  dans  R,  soit  par. le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  p,  et  qui,  par  cette  raison,  ne  doivent 
pas  varier  ; c’est-à-dire  qu’on  aura  généralement , 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  -tt  = — , 

• ‘ , * ndt  di  ^ 

^ sb  — 4-  ~ 

' rj/7/  I * 


dm 


Enfin  , pour  avoir  .la  différence  de  la  fonction  que 

nous  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à ij,  j’obserye 
que  J étant' là  latitude  de  m au-dessus  du  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement , si  1 on  nommq  (p  1 in- 
clinaison de  l’orbite  sur  ce  plan  fixe , on  aura 
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jTH^ORUE 

y=:  sin  q>  sia  (i'  — H),  et  par  conséquent 

dK  cfR  • r ^ _v 

J-  = ^ sm  (V.—  Uj. 
d<p  ds  ' ' 

En  désignant  daDleufs.p^r^  Irinû^inaison  mutuelle 
des  orbites  de  m et  m%  on  a,  n®  2, 

COS  = cps  9 ÇQ?  (p!  .^ip  fp  $in:^'.cos  I i ^ 

Si  Ton  différentie  cette  expression  païf  ^apport’  à ^ et 
a ® , que  dans  la  différentielle  on  fasse  à=^ol‘  ®'=  y 

, . » I.  V •.  -'U'  . , ^ O ♦•••-  I.  • , 

etn'2=n,  ce  qui  suppose  que  Ion  prend,  comme 
nous  le  faisons  y pour  plan  fixe  le  plan  de  IV  * 

mitive  de  m',  on  aura  dy  = — dp,  et  p 
quent, 


de  1 orbite  pri- 

......  f.-; 

par  conse- 


ds 


dK 


sin  (i^  — n)  ' dy* 

Si  m était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  Tor- 

f . r.  . h*  r i'*'-,  ' ^ 

bite  de  m , on  aurait  j = sin>sin(i^ — 11),  et  par 

q hr,fVî>  -- 


conséquent  ,* 

. i ^ I . ■ ■ i ^ - 

. • f* 


. JR 


^==-s,n>^. 


î ^ i 


•#  '.Mli 


Nous  avons  suppose  dans  ce  qui  précédé  A =9  sin4->, 
ce  qui  donne  «A  ==  cos  7 ydy , et  par  suite 


JR 


sin’-v  JR 


ST»  ‘A  *Ja‘ 


Les  valeurs  de  formeront  ainsi  dcs  sé- 

dr^dv'dfi  ' ' ' n.  V. 

<U  'I  lî^  « '.  .Al 

ries  composées  de  termes  semblables  à ceux,  du  dé- 
veloppement de  ïl  dont  ils  dérivent. 

En  in , au  moyen  de  1 equatic»^ 


0ü  SySïÈite  mj  'MOTiiE. 


R=R — P lang- 


dk 


//R 


lorsque  le  développement  de  la  fonction  R sera  ef- 
fectué, on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  difle- 

^ 4 ■-  * • 

rentiations,  la  valeur  de  la  fonction  R,  qui  est  celle 
qu’il  faudra  substituer  dans  les.  formules  du  n®  44 
du  second  livre. 

Par  le  n®  8i  du  second  livre,  on  a 


ds 


sin  {v 

dk 


Si  l’on  substitue  pour  ^ 


y dK 

~ ri)  ’ dq' 

sa  valeur  tirée  dé  l’équa- 


tion précédente,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^ à la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d’une  manière  dif- 


férente. 

On  peut,  pour  fixer  les  idées  ^ suppose®  que  R est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu’on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l’orbite  de  m , et 
R la  Valeur  complète  de  cètte  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  6n  voit  qué  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  R relatives  au  grand 
axe  a,  à Texcentricité  e , à la  longitude  cà  du  périhélie 
de  l’orbite  de  m,  et  à la  longitude  é de  l’époque,  sont 
égales  auxdifférences  correspondanfesde  R,  aiix  quan- 
tités près  du  second  ordre  par  rapport  aiix  forces 
perturbatrices^  alors  qu’on  prend  pour  plan*  fixe  ce- 
lui de  l’orbite  de  w à une  époque  donnée;  eii  sorte' 
que  dans  les  formules  qui  déterminent  les  variations 

de  ces  ëlémèns  on  petit  substituer  R à là  place  de  R , 


nr-yTT 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  des  niasses.  ' : • • ‘ • « 

Il  ri’en  est  pas  de  meme  relativement  aux  variations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

Torbite,  et  la  valeur  de  R donnera 


■ I 

sin  y • dif 


dq 


— . eos 


I , dK 
0.  ^ d'k  *' 


En  substituant  eeS^  valeurs  dans  les  formules  (9) 

et  (10)  du  ir  44  du  livre  deuxième , en  observant  que 

dK  . d[\  . d^  ■ • . 

— = -î — V-  -j-f  on  aura  : . 

d\f  dt  ' du  ^ 


Eh  joignant  aux'formnles  (i),  (2)^  (5),  (4),  (8),  du 
n*^  44  9 livre' II , les  deux  précédentes  , on  aura  par  la 
simple  dilTérentiation  des  différens  termes* du  déve- 
loppement-de  'R , prise  par  rapport  - aux  élémens  de 
l’orbite  de  w,  les  inégalités  correspondantes  decha«^ 
cun  de  ces  élémens  ; ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul, de  leurs  variations,.  . * . • z'  v ; . 

5 . Après  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  R en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l’expression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné,  dans  le 
n"  81  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendent  de 
la  première  et  de  la  seconde  puissanç^^des  excentri- 
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cités;  mais  comme  nous- avons  omis  de. comprendre 
parmi  ces  derniers  les» termes  dépendons  des  incli- 
naisons , pour  rendre  notre  travail  complet , nous  re- 
prendrons ici  ce  développement  à partir  des  termes 
du  second  ordre,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jùs- 
qu’aux  térâes  du  sixième  ordre  'par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  Il  est'  peu  probable 
qu’il  se  rencontre  dçs  cas  où  l’on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  au  reste,,  on  y par- 
viendrait san.s  difficulté  d’après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  l’Institut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckhardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s’étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats; nous  nous  sommes  attaché  à les  faire  dispa- 
raître ; nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté  ■ 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu’il  avait  omis. 
L’introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  l’inclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqu’ici , rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrjque  que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités/  * ’ 

’ Enfin  , M.  Binel^aibien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  'sur  le 
même  objet,  présentées* à l’Académie  des’Sciences  en 
18 1;^:,’’ et  dont  j’ai  parié  n°  96  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités*  nécessaires  au  «développement  de  la  fonc- 
tion R- jusqu’aux' termes  du  septième  ordre;  il  a servi 
à vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats,' 
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et  m*a  mis>à  même  d’oflrir  avec  quelle 'Confiaiice 

aux  géomètres  le  travaii  le  piuséteudu,  et,  jel%Spève> 

le  {dus  correct  qui  ait  encore  été  publié  sut  oe<sujet.  < 

* 

DÉVELOPPEMENT  DE  LA.  FONCTION  PERTÜRBATEICE  EN  SÉRIE 
ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  PUISSANCES  ASCENDANTES 
DES  EXCENTRICITÉS  ET  DES  INCLINAISONS. 

Ternies  qui  sont  de  Vordre  le  moins  élevé  paivd 
ceux  qui  dépendent  du  mênie  argument. 


6.  Soit  : 


Termes  du  seamd  ordre. 


* R = . c* . C08  P (n't  — n£  -f-  / — î)  4*  a»  — 

~ -4-  M(*).«<»'-cob  *— /ï/  4- â' i)  <4. 

4-  M<*?  V* . Ç08  [>■  (/»'<  — «/  4-  •'  — #)  -+•  3ui/  4-  a«  — a«'}» 

â 

OU  aura 


M(<>)=  /(4t— 5)A(0  4-a(ai~i)a 4.a* J 

ru*  ( dAO'-i)  d^AV-Oi 

M(0=î-  J.j  [4(i-i)*+>(i-iaAH-)+Ci+4(i_i)]a2^ — hi*^r-}* 


Nous  laissoos  subsister  dans  ces  formules  les  puis» 
sances  des  quantités  i — i et  i a , sans  les  dérelop»- 
per,  pour  la  coniraodité  des  calculs  numérîqués  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  ainsi  que  celles 
de  la  fonction  relatives  à a'  ont  été  converties  en 
différences  relatives  à a,  au  mojeu  des  formules  dtr 
Jk**  5a  du  livre  second,  formules  qu’on  peut  proloflH-’ 
ger  aussi  loin  qu’on  le  voudra  et  qu’on  {>ent  étèndre 
a la  fonction 


9 
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R :?=  A*.  COS  [i  {n't — e'—  g) + 2«^+2£— aO] , 


on  £iura 


DÎÇO  = |..^'R(f-o. 


lîoiir  pep,as  copfiplîquer  1^  ^forpiules  ^ pous  avons 
jici  ^ çp^jçqe  ,4ans  qui  va  suivi;e , ,écrijt  séparément 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons;  il^doi  vent,  évi- 
demment être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans  des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérifîcation  pour  des  calculs  aussi 
^ippUqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  sont  précieux.  Nous  allons 

en  indiquer  plusieurs. 

iXa  fonction.  peitijiri)atrice^  lorscp'on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance ‘mutuelle  de 
m k m! f étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planètè  troublée  ^ de  la  planèfe  perturba- 
trice, il  en  résulte  que  sa  yal^ur  pe  variera  pas  si 
Ion  y change  ce  qui gn  ce  qui  est  rela- 
tif à w!,  et  réciproquement;  d^où  l’on  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  on  change  a 
en  a , et  i en  — i + 2,  et  les  différences  de  prises 
par  rapport  à a en  différences  relatives  à d ^ la  valeur 
résultante  sera  égale  Conimie  les  quantités 

ont  été  calculées  séparément , il  sera  facile  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude,  et  Ton  verra 
qu’on  peut  étendre  une  vé^iQpation  sepiblable  aux 
diffe'rens  termes  de  la  fbnction  R,'  quel  que  soit  leur 
ordre.  • • 


\ 
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Un  %cond  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re- 
marque qu’a  faite.  Burckhardt^  que  si  l’on  compare  par 
voie  de  souàtraclion  les  coefficiens  de  et  «de  ses 
différences  successives  dans  et  les 

quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités,  on  arrive  en 
général  à des  différences  constantes.  Ainsi,' dans  les 
termes  du  ^cond  ordre , les  secondes  difiefences  des 

coefficiens  de  A^^^  et  de  sont  égales  à 2*;  dans 

ceux  du  troisième  ordre,  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefficiens . sont  égalés  à 3^  j dans  les  termes  du 
quatrième  ordre,  les  quatrièmes  différences  sont  égales 
à 4^;  dans  ceux  du  cinquième  ordre,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à 5®,  et  ainsi  de  suite.  • ^ 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  lés  coef- 
ficiens de  A^9  sont:  > • . . , . . < 

i 

* 

Pour  4i‘  — 5i  . ■ 

Pour  4*'  4"  2/  ' 1 / “t"  4 

: ' Pour  M«  4i-  4 9î  + 4 ^ ^ ’ , ■ 


X . Les  coefficiens' de  sont  : • 


da 


*■< 


I*'*»  dilF. 


r* 


/ \ 


Pour  M®  4*  ~-2.  . _j_  y . 

Pour  M«  4i  -H  2 ' . . 

Pour  MW.4i4.„6..  ...  ;T  1- 


J i ' 

N 


• M 


Les  coefficiens  de 
/ » * 

troi  s quantités. 


da^ 


sont; lès  mêmes  dans  les 
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Il  sera  facile,  si  on  le  juge  convenable,  de  déve- 
lopper, par, rapport  aux  puissances  de  t,  les  valeurs 
de  ; pour  vérifier  les  expressions  ré- 

sultantes, il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coéfliciens  appartenant  à la  même  différence  de 
mais  bien  ceux  qui  sont  relatifs  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à exposer  ce 

calcul  qui  n’offre  aucune  difficulté. 

« 

Termes  du  troisième  ordre. 


7.  Soit  : • s . . 

R = . cos  — /it  4-  •'  — «)  4-  + 3*  ^ 3«] 

-f-  cos  [i{n't  — /it  4-  •'  — •)  + 3''**  ■+■  3*  — — a»'] 

4-  M<*).ee'*.  cos  — ni  4-  »'  — 1)  4-  3rt«  4-3»  — a»  — ïa»'] 

4-  MO).c'*  . cos  — Ht  4"  3nt  4~  3i— - 3a»'], 


On  aura 


r ( 8iî  — 3oi‘  4 
4»  I J. 


( 8i*  — 3oi*  4-  a5z)A(0 


(+  (6i-6).-  + 


d^A<0 


l 8(t  — ip— 6(i—  ip— 5(i^i)]  At*-) 

M(.)=  + ^ J + -(<->)-  4]  O 


16 


'4-  [ 6(i  — i)  4*  i]a* 


da^ 


da 

4- 


d'A(^-> 
""33*  ' 


M(>)= , 

16  V 


c 8 (i  — a)3  4- 18  (i  — 3)»  4-  8 (t  — a)]  A«-*) 

, \ 3aO'“*) 

I4-  [ia(t  — a)«  4-a5(i  — a)4- 10]  a — — 

d>A(^-»î  ri*AC‘-») 

4-  C 6 (t  — a)  4-  8]  «*  — 7-: h a* 


da* 


da^ 


M(*)=4-^. 

4« 


[ 8 (£  — 3)*  4"  42  (i  — 3)«  4-  65  (i  — 3)  4-  a7]A(*-3> 

, ' <£A(‘-*) 

I4-  [ia(i  — 3)»  4- 5i(i  — 3)  4- Sila 


f/*A(‘-*) 

4“  [ 6 (t  — 3)  4-  t5]  a»  f- 


du 

da^ . 


'Vwyçr 

A ^ 


DIgItizeü  üy  Google 


/ 


3o  THÊdfelË  AÎ^ALWlitJlS 

On  pèilt  vàlèftiré  pàt^  lès  mdÿè'ris- èxpdsés 

dans  le  nntné^k’6  pr^ddèritl  Lar  tmisièttlèdiflfërenc^ 
cdéfficîéns  'de  est ‘ 37' on' 3^,  làf deuxième  dififeréndé 

des  coefficiens  dê  dé  ménie  27,  la  première  diflfë- 

rtncedes‘‘c<^‘ffiHeüs'dé'  ^^~-^j  est  7*. 

Soit 


R = N(o)cx*  cos  [_i(n't  ~ nt  4-  — f)  -f  3nt  — a — ail], 

-+■  N<')ex'*cos  -r-  34t  — ail], 


On  aura 


N(o)  = i-'  [(ai^-‘3)'B(/‘0  + a 


^h)  = + -76-  L^n3t/->)  4-  a -^-J; 


On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités,  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 


1 2 cos  [ i'  {n't  '+  é')  — i tnt  -f-  g)] 

^ 2 cos  [(  i 4“  ï)  + ^0  — (^*  — 0 4" 

deux  fonctions' qu’il' de  développer  en  y faisant 
varier  les  quantités  a,  a\,  nt  et  n't,  conformément  à 
ce  qui  été  dit  n®  5.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière/est  efféctué,  on  en  déduira  immédiatement' 
celui  de  la' secondé  , en  y changfeant  i'  en  £ + i , et  £ 
en  £-^  î;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y suppose  £'  = £,  et  que  dans  le  dévelopr. 
pement  de’ la  seconde  on  se  borne  à considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 


I 


DIgitized  by  Google 
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voie  d’additiQOÿ  œimQefCes'termeS'i*é$u]tentméce$^ 

sairemeot:^  dûn.  des  trois i facteurs  suîvans^ 

sin  [J't  -f-  4):X  cos  /i,  co&(Jp  -f-  l)XA^^co%’pp 
sin  ( Jl  -+•  l)  Si**"^*  A^^  sin  p;  ^où  Ton'^  fait , pour  abré- 
ger, P — int  -f-  iV — M>  et  qu'en  n ayant  égard 

qu'à  ces  termes,  on  a 

sin  (yi  rfr  . 2 ACO  cos  P = î .2  A^.^  sin  (.p +7/  4- / ) 
cos  { yi^rf-^)»2  A^^cosp=5=^  2 A^*^oos-(p4*y^ + 0' 
Mn(yi-h/) . 2/^^*M^siupr—  y2i>*^*A^*^cos(p4t/^*f^0» 

11  est  évident , en  comparant  ces  relations  à'  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n°  5 , qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  développe- 
ment de  là  fonction  f 2 . cos  [(  i 4-  i ) ( n't  -j-  e'  ) 

— {i  — i)(«^4rÉ)],ien  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  «terme  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  7 2 . A^^  cos  ( jit  4-  d ) — ^ 4-  ^ 

dans  laquelle  on  suppose  ÿ = iy  après  y avoir  fait  les 
substitutions  indiquées  plus  haut. . 

Cela.posé  , la! fonction  R > u*  en  ne' considérant 
que  Jes  termes  dont  nous  nous  .occupons  en  ce  xnor* 
ment,  ,devieut. , 

\ 

171^  * 

R'=  — .2A^0  CO»  i {pft  — «I  + — 0 

* ; 

9 

4-^  x«X.cra'B<0  co»  [(i  4*  0 {n't  4-  O “ (»  — 0 («<  + •)  — aüî  > 

4-  co»  [(i  4-  a)  («'<  4-  0 "*  (*  — a)  {nt  4-  »)  — 4^» 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

in' 

— 2 , COS  i{n!t  — nt-\-d  e) y on  désigne  donc 
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par  i'-le  coefficient  de  n*t  pour  le  distinguer  du  coef- 
ficient de  nt,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette*  série  par  A*,  et  en  y changeant  i'  en  / i , 
i en  i — ~ I , et  en  aa'  on  aura  le  terme  corres- 

. . , ‘ m ■ ' • . - 

pondant  de  la  fonction  — A*  2 cos  [ ( ^ + 0 

( nt  + ) — ( i — I ) ( -|-  € )] , et  en  oiultipliant 

ces  mêmes  termes  par  ^ A^,  et  en  y changeant  i'  en 
i+2,  i en  i — 2 et  en  aW*  011  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion . m'  A^  2 a*a'*  cos  [ ( ^ -H  2 ) ( -f-  é'  ) 

— (i — 2)  (ni-f-é)]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  les  différences  partielles  de  A^’^  rela- 
tives à a en  différences  partielles  relatives  à a;  ce 
qui  tient  à ce  que  les  fonctions  aa'  sont 

comme  A^'^  des  fonctions  homogènes  en  ^ et  a'  de 
Tordre  — i . 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutue^lleis  des  orbites  ; mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu’elle  ne  s’applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d’addition,  et  qu’elle  ne  saurait  s’étendre  aux  autres 
termes. 
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8.  Soit 

R = cos  [i  (n't  — nr  -4-  *'  — «)  -4-  /^nt  + 4<  4*3 

-f-  M(Oe*e'  cos  [i  (n'f  — nt  -h  t'  — *)  "4-  4"*  -f*  4*  ”” 

-4-  cos  nt  ■+•  *'  — ■ «)  -4-  4^^  -f-  4* 

H-  M(Oee'î  cos  [i  (n'/—  + •'  — t)  + 4«^  4.  4i  ^ • ~3»'3 

-t-MO)e'<  cos'[t(h'f  •—  Ht  -4-  s' s),-!-  4«t  *4-‘4*  4“^3», 


on  aura 


M<o>=  + 57- 


(i6i<  — iaoiJ.-4-,  a83/*  — aoGt)A(0 

' ' 'V  # « . • - dACO 

(3at*  — i68t*.H“  a36t  — G4)  a : - 


‘ - - . 
..  ’ / . 


384’  ]+  (M**  — 78*  -4-  48) a? 

. , , ,d*A(0  . ,d<A(0. 

,+  (8.  _.,).>-^  + .4-g-p, 

Ci6(i— 1)<— 53(1— 1)*4-  aa(t — ij*-4-  a6(t — i)]A('-‘)> 
+ [33(i— -i)»— Co(t — 1)*—  io(t— i)  +t8]a  ^ 


M<’)=- 


m 


96*  W Ca4(*— i)  — 9]a^ 


/f»A(»--0 

da* 


da 

•- 


M(>)=-f-  S- 
64 


. r O/-  \ T .d^AV-0  , , d4A0-«) 

,+  [ + lI(K^ 

[i6  (1  — 3)44.  i6(i  — 3;  *—  39(t  — 3)?t-  ao(i  — 3)]A^^“*)' 

*) 

|-4- [33(t  — a)s-f.48(i--a)»~  iG(t — 3)  — ao]a-~jf-,;  ni 
i-f  [34(1  — 3)>43C(t-  3)  4 à)  ~ " 


da* 


. r O,."  . Q-,  \ ■ ^d*A(‘--) 

v4[  8(1-3)  . 


0 


MO)a=~^  . 


[x6(i  - 3)<484(i - 3)’4i3o{/ - 3)»4 54ft-3)] A^f ’>v  ^ 
I + C3a{t  - 3)*4i56(t-3)»43i8(i  - 


da 


96  ••WN(i-î>’+  ^(i-î)+  »i]“’  t ■ 

».  — - J-  4 - . - " ' 'J  i"*  J f.  -f- 


r/»A(‘-») 


d^AO-^y 


f '• 

** 

IVKOrsW- 


\4  L 8(ï"  ~~ 3)  4 > 83  <i * — J — _ 4"  <*4  -■  1,^  1 i / «;  ne 

/ , ' • • , _ ?■  ■ 

)'  ‘ [i6(i— 4)44i5a(i-4}ï4499(»-4)*4^46:x-4^^ 

,(t_4)j+a64(/-4)»-H593(i-4)4f:68j 


lH-[3a( 


384*  \4[34(t — 4)*+^5o(i-4)  43383  a* 


-rf»A(?~<) 


da* 


^ ^ 

. r O,.  ' .'  Z -Q-,-  ,«i»A(<~4)  . ‘;>fa(4-4) 

,4[  8(1-4)  4 383  a > -7?Ô4^* 


Tome  III. 


i»  » 


i..* 


image 

not 

available 


image 

not 

available 
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t 3a(i— 5)»-f-  480(1— 5)<4-27io(i—5)M 

j + 7o55(t — 5)*-#-8i74(t — 5)  -hSiiS  / 


i"f" 


M(»>=4 


m' 


( 8o(e -5j<4*io8o(ï — 5)*+5a55(i— 5;»  ï dAi‘-^) 

(+io8ao(t  -5)  4-7845  I ^ rfô 


: 384o 


4-  [80(1 — 5)5-f“9oo(t — 5^*4-3290(1' — 5)-f-389o]  a* 


da* 


l4-C4o(* — 5)*-f>33o(/ — 5)  4-  670] 
^4.  i;,o(i-5)  4-  45] 


da* 

J5A0-S) 
</«5  ' 


La  première  différence  des  coefficiens  de 


</^AC^-^) 

da> 


rf’A 


est  i3;  la  deuxième  des  coefficiens  de  a?  est  127 


la  troisième  des  coefficiens  de  a*  est  845,  la  qua- 


dk 


trième  des  coefficiens  de  a est  3 126,  la  cinquième 

des  coefficiens  de  A est  3 1 25.  t 
Soit 


R = ]\C*)c’x*  C08  [t  {r/t  — ne  -h  t' — •)  -4-  5nf  4-  5i  — 3m  — art] 

4-  KCOe’c'x*  cos  [i  {nU  — nï  4-  *' — •)  ~h  5nt  4-5*  — a«  — an] 

4-  K(*)ee'*x*  cos  [i  (n'f  nt  / — •)  4-  5nt  4-5*  — a — a*»^—  ail] 

4-  NO)e'*x*  cos  [i  (n't  — n«  -f-  *' — *)  4-  Snt  4-  5*  — 3a' — ail], 

on  aura  • î 


[ 8 (i  — i)3  — 4a  (t  — 0“  + 5g (i  — i)  — i6]  BC'-0 
+ C>2  (*  — 0“  — 3g  (i  — i)  4-  a4]  a 


384 


4-  C 6 (i  — i)  — g]rt»— f.  a3 


da»  ' " da^  * 
[ 8 (i  — a)3  — a (t  — a)*  — 8 (i  — a)  -f-  i a] 

3S(0=4.^Î^.^  4-  3 {i  - a)  — 17]  a 


I . r « /•  X . -I  d»B0'-»)  dîB(‘-*> 

f.4-  [ 6(t  — a)  -4-a]a*— , . 4.as  —2: — 1 


da* 


da^ 


N(*)= 


■ 3)î  + 38  (t  — 3)»  4-  33  (t  — 3)  4-  xg]  B(*-î) 

• 3}*  -4-  45  (t  — 3)  -4-  37]  a — 

SX  . . ,li3B('-3) 

■3)  4-  i3]  a*  f-  aî 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

[ 8 (i  — 4)  »+  78  (i  — 4)»4-  a48  (t  — 4)  4-  a56]  B(i-0 


-I-  [ia(i  — 4)»+87(i— 4)  -f-i56]a~-^ 


Soit  enfin 


R = N(<)ex<  cos  [i  (n't  — nt  4-  / — *)  4-  5/it  -f-  5i  — • — 4n] 
4-  N(*)e'x<  cos  [i  (n't  ~ 4-  4'  — t)  4-  5nt  4-  5«  — 411]  , 


10.  Soit 

R=  M<")e®  cos  li(n't  — /i«  4-  *'  — »)  4-  6nt  4-  61  — 6»] 

4-  M<Oc*e'  cos  [1  (n'r  — 4.  Qnt  4-  6*  — 5*  — •'J 

4-  M(»>cV»cos  [i(n't  — • nt  4.  «'  — *)  4.  6nC  4.  6i  — 4»  — 2»'] 

4-  M(»>c3e'*cos  [i\n't  — 4 4 Qnt  4 6*  — 3«  — 3»'] 

4 Mt<)e*e'<cos  li{n't  — «t  4 / — 4 Qnt  4 6s  — 2»  — 4*T 

4“  M(*)ec^*  cos  [i(n*t  — - ni  4 “ s)  4“  6ni  4 61,—  « — 5a»^J 

4 MC®)e'®  cos  [i(n't  — nt  4 — t)  4*  6ni  4 

on  aura 


on  aura 


Termes  du  sixième  ordre. 


(6)i®—  12001*  4 866oi<  — 27925*'* 
448538** — 293521) 


(6)*®—  i2oot®4 


Ja(o 
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f 64(i-i)6-  7<î«(i-i)>+3i8o(;-i)M 
I — 5930(1— i)»-f-ioa8(i — i)»-|-ai94(ï — 1)  ) 

I f — *)* — 1760(1— i)4-f-5oao{i — 1)^1  dA(*~0 

+ (_34o(i-.)--.836(;-i)  +.>5o  ) ‘ 

f a4o(t—i)4— 1600(1— î)»+a775(i—i)»l 
I — 5ao(i— i)  — 875  / da‘ 

d*A(^-0 

-I-  [160(1 — i)s — 7ao(t — i)»-f66ov*"0'+‘*®®]®’ — 

-h  C 60(1—1)»—  i6o(i— i)  -t-  5o]  a*  - 


da 

rf»Aa-0| 


4-  [ ia(i— 1)  — i43  a* 


«i5A(i-0 

da^ 


d6A<i-0 
da^  ■ 


f 64  (i-a)«-  336(i-a)s+  , ,6(i-a)4  1 
[4-  61  (t — a)* — 7aa(i — a)» — 8a4(t — a)  J 


•h 


{ 


193(1* — a)® — 640(1’ — a) 4 — 5o8(i — a)®  I <jA(*~») 

4-1910(1* — a)»4- 293(1 — a) — 640]  ( da 

J a4o  (1* — a)4 — 44<>Ct — a)î — 9i5(i— a)» } ,c?»A(«-»)| 

|4-  838  (i— a)  +35a  J da>  ' 

‘ „ d»A(4-»); 

|4* [160(1* — a)’ — iao(i* — a)» — 38o(i— a)-+-8o]  a* 

4-[6o(/-a)»-  5(i-a)—  56]  a< 

r 3 ,ii8A<‘*-») 

4-  [ ia(i— a)  4“  a]  a‘  — y-i f- a® 


da^ 


da^ 


f 64  (^-3)®4-  g6(i-3)®-53a(i-3)4 1 
i— .64a (X— 3) 34-  88o(x— 3)»4-7oa(i*--3)  J 
f 193(1-3)54-  48o(i— 3)4-8o4(i— 3)3  î ^ ^A(»*-3) 
ai3o(i* — 3)*4- a64(i* — 3)  4-703  da 

I f a4o(i — 3)44-  730(1* — 3)3 — 345(i — 3)*1  ^d»A(»-3)| 

— i35o(i — 3)  — àa5  da* 

d^AO  -3) 

|4^£i6o(x*— 3)3-<-  480(1* — 3)*-f-ioo(i— 3) — a64  ]<»’ — 


'4-  [ 6o(i— 3)»4-  i5o(x* — 3)  4-  4^3 


d*AO-^> 


+ [ + l8]  +a> 


M(0=;  ~ 


m 

3ü7a 


da  ■ 
d»A(i-4)| 
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f 64(i-4)‘+  5-.8;;-4)«+i  j36((-4)«  1 
I -f-I27r(t— — .'l)* — 1280(1-4)  J 
f 19a  (t — -4)*-f;i6oo(t — 4)^4-4i32(i-4)M 

( -f-a35o  (i— 4)’ — 3a2o(t—4)  —1648  J ^ 

240  (t— 4)^-|-i88o{t— 4)î-f-4485(i-4)^  ) , 

-t-33o2(t — 4) — ,5*0^  ’ J 

' ‘ ■ rf»A(*-4)i 

-f-Cx6o(i— 4)^+1080(1— 4)*+aioo(/-4)+io24]a*— 

+[  6o(i-4)>+  3o5(i-4)  + 344] 

. </5A(*— <)  d^Ad-i)  ' 

\+[  >+4)  + + 


+ 


■{ 


M<«)=- 


m' 


7680 


f 64(z-5)«+'  <)6o;j-5)*+  4/j_5j 

|+i5i  io(/-3)3+i6228(«-5)*+  6*25o(i-5)  f 

192(1-5)*+  272o(i-5)4+i43oo;i-5)*  ) </A(»~*) 

+337io(i-5)*+34584(i — 5)+io97o  ‘ j da 

I f 24o(/-5)<+ 3o^)(i-5)*+i  3575(1-5)*  ) ii»A(»“*)| 

K{ +25 180(1 -5; +i  5625  </a*  ’ 

. d^Ad-^/ 

j+[i6o(i— 5)*+i68o(i — 5)*-i-563o(i-5)+59oo]iz* — 

' i/4A<‘-*) 

■[  6o(i— 5)*+  4®o(i — 5)+  85o]iï<‘ — — 

^+C  12(1-5)  + 5o]  0*  -^-6--  > 


Î64(i-S)®+i392(i-6)*+i202o(i-6}4 

+ 5oi85(i-6)*+i  17238(1 — 6)* 

, +ia56i6(i-^)  +46656 


6)41 

' >A<‘-«) 

f i92(i-C)*+384o(i-6)4+2970o(i+)3 1 dA(‘-^) 

| + iio3 10(1-6) *+194964(1-6)+ 129456  J ^ da 
, j ( ' 240(1-6) ♦+42<>ô(i-6) *+26925(1-6)*  1 ^ii*A<*“*X| 


46080 


da^ 

I +[i6o(i-6)  *+2280(1-6;  »+i  0660(1-6)+ 1 632o]o  * 

rfiAO-®) 

+[  6o(i-6)*+  6i5(i-6)  + i56o]  a* 

. r ,•  ..X  . .v-,  , ^d^Ad-oy 

\+[  ia(i-6)  + 663  O»  —3^  + "3„e  ~ 


La  première  différence  des  coeflSciens  de  a®  ^ est 
i64>  îa  seconde  des  coefllcîens  de  est  204  ia 
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troisième  des  coefficiens  de  est  ig56,  la  qua- 

triemedescoeffioî^nsdea*^^  est  la  cinquième 

dA. 

des  coeiEciens  de  est  4^56  ; enfin  la  sixième  des 
coefliciens  de  A est  46656.  - 
Soit 

R = N(®)e<x*  cos  [i  {n't  — -f-  t)  -f-  6nt  + 6»  — 4»  — aH] 

NCOeîc'x*  cos  [i  (n't  — nt  + t'—  •)  + 6nt  4-  6*  — 3a»  — 

-f-  N<»)c*c'“x*cos  [t  (n't  — n<  -4-  *)  -f-  6/»«  + 6<  — a«  — a»'-— 

NOWîx»cos  [t(n'«  ^ nt  + ,) -f. 6nt -f. 6i --  »— 3»'— 

-I-  N«)c'<x*  cos  [i(n'«  nt  -f  i'—  s)  + 6/?t +6*  — 4»'— ail], 

on  aura 


f ,6(i-i)4-,5a(i-i)3+475(i-i)*  1 

( — 5a8(i — i)-f-ia5  J 


O 


/ / l-f*  [3a(t— 1)»— ai6(i— 4*C(i— 1)— aoo]  a — -jr- 
1+  [a4(‘— 0*—  ioa(t—i)  +90]  a*  — ^ 


•) 


, ,6(i-,)4_  5a(i-ï)»-  5o(f->).  1 „„  . 

)+,o8(/— 5)  — i3o  / 

>»W  1+P>(‘->)’-6o(‘-ï)’->8o({-j)+488] 
N(')=»— - ♦/  «« 

^ |4*  [a4  (i—  2)>—  69(4  — a)  + 66  ] a* 


+ [ 8(f-»)  ‘\+ a* 


da* 

da^ 


f i6(t  - 3)<4-  48(i  -3)»-  37(i  - 3)*  » p,.  ,, 
t-i8o(*-3)-f-i93 


N(»)=-f 


/ao'  ) + “ 3)3  + 96(1  - 3)*  - 40(1  ~ 3)  + a4  ] a 


maa 

5ia 


1+  W(*  — 3)»  -f-  6o(i  — 3)  ] a* 


da* 


JB(«-3)j 

da 


8(<-3)  +IJ) 


</«♦ 


If? 


rtiaa' 


768 


N«)=+ 


m'aa' 
3o6a  * 
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( i6(i-4)<+  i48C*-4)’+4»8(i-4)M 

(-f*i4o(i — 4)  — ^®4  f * 

, dB<‘-0 

|-f  [3a(i— 4)*+  a5i(i— 4;’+  53a(i— 4)-f- 4ao]  a — 

14-  [a4(t— 4)*+  *89(1—4)  + 376  ] a*  ■ ■ — 

C 8(i-4)  4-  aO] 

f ,6:î-5)44-  348(f-5)*4-i4**(i-5)n 
|4-  3480(4— 5)  H-3ia5  J 

|+[3a(i— 5)*-f-4o8(t— 5)M-*7*a(t — 5)  4-a36o]  a — 

j*B(«-s> 

[+[a4(i — 5)*4-aaa(t — 5)  4-  5io]  a* — — 


4-[  8(1-5)  4- 40] 


J*B(«-0 

da^ 


a* 


<j4B(^-0 

da< 


Soit  enfin 

R = N(*)e»x*  cos  [t  {n't  — nt  ~\r  t'  — •)  4-  4-  4»  — a*  — 4^ 

4- NWe/x^cos  — nt  4-  t'  — i)  4-  4«* 4-4‘  — * — — 4^13 

4-N<7)c‘*x<  cos  \i{nft  — ni  4-  •' — *)  •+•  4***4~4‘  — — 4^]» 


on  aura 


I 


) 


I C4**»-  5i  4-  5o]  C(‘-»)4;  [4‘*  -*  43^ 
K(6)=;?!îî^!f!2.([4(,*-,)..-i4(:.,)-  8]C(J-»)4-C4(*'-*)-  63" 

oia  I 

( [4(t-a)»4-i7(«-a)4-*83C(‘-0+C4(*-a)4-*o]a 

ioa<|  I 


ha 


d>C0->) 


da 
da 

dC<}-‘>> 


ha- 


da 


fa 


da-^ 

a»C(«-4) 

da* 


1‘ 

}• 


I 


/ 


}, 


Digitized  by  Google 


1 


J 


s 


42  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Termes  dépendons  du  carré  et  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons^  qui 
peuvent  être  ramenés  à la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  puissances  dun  ordre  moins 
élevé  de  ces  deux  élémens. 


Termes  du  deuxieme  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités. 

1 1 . Soit 

R = M(®)  cos  [i  (n*t  — ni  -4-  «'  — «)  -f-  <»\ — a»] 

-h  M(')  cos  [i  («'/  ^ nt  + » — «)]  , 


on  aura,  n®  81,  livre  II, 

M(‘>)=  -J-  . a(i-fi)]A(‘-+")— -aa — ^ a» — — J. 

MCO  = J.  |(e*4*c'*)(-4i*A<0+aa^^V«*^^ <ia\B(*-0-f.B(<+0)  J. 


i pouvant  prendre , comme  dans  les  formules  précé- 
dentes , toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y compris  zéro. 


Termes  du  troisième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux; 

du  premier  ordre. 

12.  Soit  ■ 


R = M<®)  cos  \i{n'^t  — nt  -h  * — *)  + nt  t + »*  — • a»] 

-f-  MCO  cos  — nt  •¥  % — •)  -f-  nt  -f»  « — «] 

-f-  M(*)  cos  [iin't  — fit  -r  ê — «)  4-  n£  + * — «'j 

4-  M(^)  cos  — n£  4-  »'  — «)  4<  n£  + • — 2»'  4"  »]  r 


on  aura 


MC®)= 


[— 8(t4-î)*+i4(»-f-  i)»  — 5(1*4-  i)]  AC^-^*)' 
_ €£A(*“^0 

m'e*d  ) [—  4 "t"  7 41  ^ 


i6 


d»A<‘“*-0 

[ a (i  4-  î)  4-  t]  a*  — j-,: ha* 


da 

d^AO-f-O 
da^ 
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(8t*  — ioi>  + ai)  A(‘)  H-  (4‘*  — 7*  + 3)  a 


dA{i) 
da 


— ( ai  4-  a)  U* 


J»A0) 

da* 


rf3A(«) 


i6i3A(i)4-(8i»  — 8i  — 4)a 


— aa^ 


ii?A(») 

lia  3 ’ 


[8(t— i)3-f.i4  (i— i)*  + 5(i— i)+i]  AC'-O 

'il  r/  /•  ^,  /•  \ T dA^}-')  , _ _ d*Aii-^) 


MC)=< 


-f-  a- 


i/3AC^-‘) 
lia*  ’ 


«fAP— ) 
da 


iG 


. ii*A(*“‘)  d^AO—‘) 

f+[  4(i-,)+,o]a*-4— 4-aaî  ' 


liii* 


i/û* 


|;8(i  — a)3  4.,8(i  — a)*-f-8  (i  — a)]  AG-») 

M(’)=  ——J  + C4  (‘  — »)*  —(»  — ’)  — ÏO]  « 


iG 


— [a  (i  — a)4-  8]a* 


i£»A(»->) 
da* 


— a^ 


1/3A0-O 

iia3  • 


Nous  omettrons  les  termes  de  même  forme  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons , parce  qu’il  n’en  peut  résul- 
ter, dans  les  applications,  que  des  quantités  insensiblesr. 
11  en  sera  de  même  dans  toute  cette  partie  du  déve- 
loppement de  la  fonction  R jusqu’aux  termes  du  cin- 
quième ordre,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière , a cause  de  leur  importance  dan^  la  théorie  de 
Jupiter  et  Saturne. 


Termes  du  quatrihme  ordre  qui  ont  même  argument  que  les: 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

i5.  Soit 

R = M(®)  CO»  [i  {nft  — ni  + »'  — *)  + "i»  — a»] 

4-  M(')  cos  [i  {n't  — ni  4“  4-  — «] 

4-  M(*)  cos  [i  (/l'f  — - ni  4-  »^  —"  •)]  » 


\ 
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on  aura 


M(.)= 


[ i6(i4-2)<-56(i+a)’-4r6i(i+aî*-3o(t-|-a)]A(*‘*‘») 

l+[— ï6(i+a)»-f-36(i+a)— ao]  a 

f da 

i •+•[“"  8(i-f-2)*+i8(i-f-a)-f-  a]a*  ^ \ 

I lia* 

, O , . ,€f4A(i+.) 

4.  8aJ j_ f_a4 


da^ 


da^ 


[— i6(i-4i)44.a8(i4-i)»-i4(t+i)*+a(t+i)]A<4+*>’ 

dA(i-^0 


, m'e*e' 


|+[  i2(t4i)*-i8(i+i)-f-6]  a 
-C  ■ 8(i-f-i)»~  3>* 


da 

<f«A(»->-0 

da* 


M(«)=^ 


m'ee'^ 


t/a*  <ia4  ’ 

[ — i6(i-f-i)44a8(i-f‘i)3-îo(i4-i)»-fa(i+i)]A(»'*"0 

dAii-^O 


[ ao(î4r)«— i8(i+i)—  6]  a 
[ 8(i‘4i)*~  9(14.1)— ai]a« 


da 

é/’A(*"*“0 


da*  J 


</a* 


tfa4 


w'e4  } ( 16  î4  — gi*  ) A(0  — %i*a 


ia8 


mV< 


MC*)=<'4.^ 

ia8 


t/A(0 

t/a 


I_8;.a.  i!^4>  + 4<»  ^ 

t/a»  ^ ^/a3  » 


(i6i4  17/»  ) A(0  — ( a4i»  — a4  ) a 

da 


me*e'* 


16/4  AO)  — (i6t»  — 4)  a 


da^ 
dA(i) 


'‘-«O'— 
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Termes  du  quatrième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 
les  termes  du  deuxième  ordre, 

14.  Soit 

R = M(“)  C05  [i  {n't  — nt  -t-  * — •)  a«  <4-  — 3a»] 

-h  M(')  cos  [t  (n't  — nt  -h  *'  — »)  "+•  — aa»] 

+ M(*)  cos  [i{n't  — nt  -i-  / — *)  "f"  -f-  2*  — 0»  — a'] 

4-  MO)  C08  [}{n^t  — /jf  4-  — •)  "t*  4-21  — aa»'] 

4-  M(<)  cos  [i{n't  — «£  4-  •'  — •)  "+■  4-2*  — 3a»' 4-  «], 


on  aura 


M(o) 


M(«)=< 


4- 


3a 


[ i6(i4-»)<— 68(i4-i)*+S2(t4-i)> — a6(/4-r)]  A <*’+••) 

r/A  («;+•) 


4-[  i6(*4-i}’— 48(t4-i)’4-46(*-f-0  — i8]a 


da 


i—C  3(i4-i)— 9]"* 


d*A(>~^’) 

da* 


— C 4(t-f-0  —2]  a*  T-. a*- 


da^ 


da^ 


[_,6i44.ao/s]A(0— (i6iJ— i6i»4“2t4-4)a 

da 

l+(.i.-a)a>  _._  + (4,+  4)a>  — — +at-j— 


[—  i6’t4  4-  6ot*  64t*  -t-  aa/]  A(*‘) 
16O  48z»  — 461  4-  16]  a 


-h  ( 


i wfc  T"  ‘f'-'*  * WJ  »♦  = I 

da  \ 

. <J-A(‘>  , ,/>A(0  , ,<hMO  ( 

9*  -Â.— +“‘-da— ’ J 


M(»)=^ 


[i6(t — 1)< — ia(i — 1)* — 6(t — i)»4-a(t — i)]A<‘“') 

aZA0-«) 


m'e’c' 


da 


|4-[i6(»-i)*-ï6(i-i)*-6(t— 0 4-  6]  a 

J»A(»-') 

l-Ct7(^--0  + 3]  a> 

r //•  ^ ,a/4A(<-0 

— C 4(‘ — 0 •+•  6]û*  r-:: a* 


da^ 


da* 


[i6(i  — 1)<4-  28(1 — ï)’4-io(t  — i)*4-a(t — i)]  A(‘-0 

dAO-') 


m'ffe'î 


4-[iC(i  — — 0* — — *)  — ^ 


da 


”3^*\  r r > _L  n , d*A<i-0 
[«QC^—O  + 21]  a* 


>. . 


da* 


^ ^ ,dîA<i-0  ,rf4A(«-) 

—[  4(*”0  + *0]  r-r a* 


da* 


da* 
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1 . î)>  + i6(i— ■al'JAi'-*) 


, i'i 


dMi-*) 
da 


M(0=> 


m'e'* 


\ — [i6(i  — a)’4-  ï 6(t  — 2)*—  26(1  — 2)  — 20]  a 

f£aA(«-’) 

;+  C»5(i-  ■>)  +-34I  O* 

, , , </’>A(‘— ) . ,d<A(‘— ) 

+■  C 4(i  - î)  + lï]  O*  -J-, l-n'  S^— 

-[16(1— 2)<4“76(i— 2)’-flI2(l-3)*-f-62(t-2)+l6]A<‘-») 
1— £i6(t— 2)’+18(t— 2)=»+  io(i— a)— 32]a  ^ 


da 


^ ] +[27(1—2)  +6o]a  ■ 


. X . ,d^AO-»)  . ,d4A(<-0 

+[  4(t--2)  +i6]‘»*-7^— ’ 

'+[i6(*— 3)4+84(t— 3)î+i3o(/— 3)»+54(i  — 3)]A0-î) 

£/A(i-S) 


Jil(0=  + 


96 


)+[,6(/— 3)î-h48(i— 3)»-  ï4(t— 3)  — 78]  a 

d^Mi-3) 

|_(;33(£-3)  +8i]a« 

OX  O.  , rf’A(i-»)  , J4ACi-î) 

— [ 4(* — + *8]  : a4 


</a 


cia* 


da* 


'■  Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux 
^ . du  premier  ordre, 

\ ! i5;  Soit 

R = M(®)  cos  — nt  + / — •)  + ni  + I + 2»'  — 3«] 

I I4-  IVKO  cos  [t  — nï  + / — *)  + wi'+  *1+  — aa»] 

'i  + M<*)  cos  [£  (n'i  — ni  -h  ê — i)  + ni  + • — »] 

f M(’)  cos  [i  — ni  +,  •'  — »)  + ni  + # --■  »'] 

^ -f-  M(4)  cos  [i  (n'i ni  + «^  — •)  + ni  + * — 2«*'  + »] 

+ M<*)  cos  [t(n'i  — ^ ni  + 1'  — •)  + ni’  + • — 3a»'  + aa») , 


•on  aura 


.1 


, MC»)=+ 

1 

• ^ 

T 


f — 3a(t  + a)*+i92(i  + a)4 — 4®^*  + l AC4+-A 

[+354(1  + 2)»— 104(1  + 2)  ‘ j ' 

— i6(i  + 2)4+  96(1+2)»— 79(t+a)^j 


J- 

1—1 29(* 


, , . -w,-  + 2)  — 00  •’  i da 

m'e*e'*  / . <f®A(4’f-*) 

’3g7~*  \+[i|5(i  + 2)*+96(t+2)»-344(i+2)+36]a* — 

f+[32(i  + a)*— 9G(i+2)+23]a* — ^5 

^ c/4A<<+*)  . d5A6-»-»> 

— [ a(t  + 2)  + 6]a4 r— — — 


<#a4 


Ja* 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

(’-vAÉ'-?  / i6(iH-i)*-i36(i-f-i)<+»88(t+i)ï  1 

^ f l-^îo8(t  -H)*+  aa(i..-f  I) 


H-.)N 


‘'Ai 

+ 


f i6(i-f-i)<— 68(t-4-i)î4-i24(t+i)M 

, , 1—102(1 -M)  4-3a  P Ja“ 

m e«<r  / 4(<-f-o 

4-[— i6(i-f-i)*+3o(i-^i)»-f5(i-H)-2o]a>  " ^ 


i 


192 

8(£-|-i)*4-a5(i-+*T)  — ra]flî^îL^^  ^ 

.r  \ I tT  X , .d^ACi+O 

,+[  a(i4-i)  + 5]  a*  — 5-7^  -f  «’ 


( l Iac-^o- 

l l— .87(1+0»+  i5(z-f-i)  j 

, i_i./  4®(* +0* — 2iG(i+r)>+255(t+0» ) t/A(**+'0 

, , I 1+ 87(1 +0  — 37  rfa  I 


</a* 


,+L“48C*+0*+i*(‘+0’+^4^(*+')"®^5]a*- 
l+[-a4(i+i)»+9o(i+0  — 177]  «>  ■ * 

+C  <K‘+i)  - 4»]  3«=  -^^-5- , 

ç è C 321*  — 8ot<  -f-  26P  -f-  Ï2Î*  -f-  lot]  A(0 

• A a ^ } 

+ C i6i<  4-  4oP  -f-  37t«  — 181  +‘5]  a 


m'c* 

384r* 


•1)/ 


^+  i6t*  + I2X*  4“  81"“"  4]  n*  — J — ” g*=  * 

aa* 

I_L  r a * /•  r-i  9 rf’A(0  ' H 

1+ [— 81»— i4i  — C]  flS  y 

. _ . , ,d*À0)  “7x/*A(») 

.+  c + €-<-3^  + a» 

[—  3ai»  + 4oi<  — 8i>]  A(i) 

+ [—  i6i<  4-  441’  — a4t*  — loi  + 6]  a 

xi»A(0 
da*  ’ 

I.  r Q-a  T ,</'A<0  • 

1+  [ 8x»  — IQX  — 21]  a*  . 

. _ .d*A0)  dW) 

^+  L““  * — i®J  -r- û* 


da 


mfe^ef^  /4-  [ i6t>  4-  i4i»  — 38i]  a» 

• 64 


<iA(0 

da 

\ 


\ 


\ 


' da* 

[— 3ai*  + 34iî]  AO)' 


da^ 


-) 


dA0> 


m^ee'* 

128 


1+  [ — i6i<  + 481*  + 411*  — '48*  — wo]  a , 

* ^ f — ' ^ da 

+ [ i6i*  4.'  401»  — 721  — a4<>]  «if  ' 


. — ^(c- 


+ C 8i*  — • 241— 120I 

..  .....  y^‘  . \ 


iPAOi,’  =>(■■*'1 


y+  [— 2*  — 20]rt< 


d*A0y.\ 

da* 


,d*A(0 


I 


48 


f '■ 

i* 


I"'  • 


mt 


■VS 


384 
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f-  3a(t-i)*+  96(i-i)<+46(i-*)’  Uo-O 

l—  47Ô— *)*— *7<5(^ï)  -+-*  J 

4 i6(t — i)4-f-io4(t— •!)*— i55(t — <iA(*~0 

494(1— 1) -f-i33 

+[  i6(t — 1)5 — 84(t — 1)*— a78(t-i)4-a6a]a* 


-f-[ — 8(/— 1)* — 4®(* — 0 -4-ï3o]a3 


.+[—  a(*‘— 0 +2i]a< 


da* 

.£/*A('-0 


<f«A(«-0 
da* 


dîA<i-0  - 


da* 


:i 

> 


1 i 


l< 

' 4 

? 


+ [ — 8(i— 1)*— i3(t — i)  +61] 

r /•  N . e-.  i <7*A<‘-0 

+ [-  =(— •)  +'5]  o<  + a 
[ — 3a(i — i)*+i6(i — i)<+i8(i — i)^ — 9(1— i)*]A(‘-0, 


da^ 

, rfsA«-0  j 


.+[  i6(i — i)<+i6(i — i)* — a5(i — i)*]a 


m'e^y  /~4~C  — 1)5 — 3a(t — i)*]a* 


ia8 


</»A(<-0 

</a*  • 


rfA(*-0 
da 


\ 


m ee 


*9^ 


M«>=^ 


h 

h 

/ 


m 


l'eV» 


384 


l+C-  8(i-.)>-  8(i-i)]  a3 
4-[—  a(i_ i)  -t-  5]  ^ , +a<^ 


da* 


da'* 


/?’A(‘-0 


ifa* 


f+  C 8(t— a)*—  7(t— a)— io8]a3 
[ — a(i — a)  — aoJa< t— a* 


da* 


da'* 


\ 


da * da* 

[ — 3a(/ — iy+5b{i — i)^ — ao(i — i)34-4(i-i)*]A(^~*)y 
f ,6(t-i)4+ao(i— i)ï— 64(e— i)»  ) dAii-‘> 
l"+-  8(i— 1)  +ia  da 

d*A(.i’-^) 

■+■  [ iC(t— 1)* — 58(i— i)*— 1 i(i— i)4-69]a* 


j _ i6(i— a)5— 1 5s(£— a)4— aa4(t‘— a)3 1 , 

(— ia4(i— a)* — 3a(i— a)  J 

r__  ,^t_a)4—  4(i— a)î+i4o(i— a)»î  dA0-»i 
|~^l4-»36(£— a)  — 16  ^ da 

' <Z»  A («■-*) 

4.  [ i6(i — a)’4'ioa(i-a)“-4-76(t-a)— i5a]a’- 


f — 95(^—^)*-336(i— a)4— 390(1— a)3  K 

1— >74(*72V— a4i(i— a)  ^ J 

f — 4^(* — — ’4(* — a)34-aa5(t — a)*  1 ^ dA(f—*) 

■ 1 -f  1 47(*— 3)  H-  90^  J “ da  , 

-f-[  ».  48(t— a)*+aa8(£-a)=*— 498(£-a)+i441û*-' 


d*A(i~») 


da* 


f-f-[  a4(i— a)*—  6(1— a)+io5]  a’ — 

. .r  , 00-1  ,d*A(.i-*)  . , ,dSA(‘-*> 

^+[—  6(t— a)  33]  h 3a* 


da* 
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f 3a(/^3)*+ao8(i--3)<-4-47o(^— 3)' I A,, 
l-^^33(/~3);4- ï35(<V3) 
f 16(1— 3)<-+-  3a(t — 3)' — ii3(i — 3)»)  dAd-^) 

i-a89(i-3)  - ,56  r'rfT' | 

\ +C— 3)’~r9o(i~3)»— 376(,-3)~3]  a* 


f+[-3a(i-3)’-  64(1-3)  +81]  «3 

' da*  da^ 


Termes  du  einquieme  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

Ceux  du  troisième  ordre, 

16.  Soit 

« 

R = M(»)  C08  li{n't  — ni  -f.  ^nt  + 3i  4-  ®'  — 4»] 

4-  M(')  cos  [1  (n'i  — ni  4.  4.  ^nt  4-  3i  — 3«] 

4“  MCO  cos  [i  (n'i  — ni  4-  / ~ «)  4-  3ni  4-  3i  — — aa»'] 

4-  MCO  cos  [/(n'i  — ni  4-  4-  3ni  4-  3i  — as.'—  «] 

4*  M(0  cos  [/  (n'i  — ni  4-  »'  — 1)  4.  3ni  4.  3i  — 

4-  M(0  cos  [/(n'i  — ni  4-  *'  — •)  4-  3ni  4-  3#  — 4*'  4.  «]. 


on  aura 


MW=  îïl^' 

768 


f — 3a(/40*+a56(/4i)<-^(x-4i)3>  ./  -u  . 
i 4-695(/4«  )»-ao6(,4i)  |A(-^  0 

— 480+')^+®8o(i4i)3 — 5a5(i4»)*\  </AC»***0 
I ^4-394(t4i)  — ia8  ^ 

4-C—  «6(t4i)34-6o(/4,  )•— Q4(t4 , )4-8o]n* 

f+[+  8(i+,)’-M(i+i)]  a> 

^+[+  6(;+.)  - ,]„4 


da 
</*AC‘‘*"0' 
da* 


da* 


da^ 


Tome  III. 


/s 
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m 


MC)=^ 


m 


192 


[-—  3ai*4*  a4o»<t-*6i4t’-f-  648t* — a58i]  A(0 
4-C—  48i<4-  a8oi»—  54gi*+  4«oi  — i35]  a 

f-t-[—  i6t3+  84t* — i6ot  4*  108]  a»  — — 


-f-[  8i* — 6t  — 18]  a’ 


<fîA(0 


<ia* 

r ..  , J5A0) 

+[  6,-4]a<-3^  + a>-^, 

[ 3ai*  — laoi^  •+•  io4i’]  A(«> 

-h  [ 48ï<  - io8i»  + 36i*la^^ 

<rA(i) 


/+  [ iGt’ï  — 4'*‘*  4^0 


<frt» 


Lf.  [—  81*  — gi  4-  i5]  fl- 


rf^AO) 

da^ 


, ^ . . d<A(0  , rfSACO 

.4-  [ — Gt  — a]  fl<  — r-T fl’ 


fifl< 


c/fl* 


— 3a(i— i)*4-i«î^— 0^ — 68(i— j)’ 


t — ia(i— 
I — ao(/— 


J.  AG-) 


i)»4-  aa(i— i) 

( — 4Xf-“0^+* — 0* — — 0*  \ 

I — 3^^/’ — i)  4“  3u  J ^ da 

+C— >6,/— i)*4-66(i— i)’— 43(f— !)—ao]fl’ 


C 8(1— i)*4-a5(t— i)  — l a]  fl' 


c/3A(»— ) 
da^ 


^ V N ^-1  ,d*A(.i-0  ^ ,ci*AG-) 

SË  • 5‘^’’  + 53‘'‘-Âr4-+“’  —a—’ 


/— 3a(c— 1)«- i6(i— i)<4-5o(c  — t)’  > 

1 4-ai(t-'i)’'4-  5(t — i)  J 

f _48(t__,)i_3u(i— i)»4-43(i — 1)»  1 c/A(i-‘) 

*^1_3(i-n_ia  r"  c/fl 


3(i — i)  — la 
— / 4-[— i6(t — i)*4-a4(i — i)*4-4o{/ — 1) — i5]a 


ci*  A<»-  0 ' 


4-[  8(t— t)»4-4o(*—  1)  4-ai]  fl’ 


c/3A(»-0 

da^. 


. r ^ . n . ^/<A0-*>  . , c/*A(<-0 

4-[  6(1 — 1)  4'ii]  fl^  ■— 7-:: hfl’ 


c/fl* 


c/fl^ 


•V 
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Si 


MC<)=^ 


m*ee** 

19a 


MO)=( 


m' e^e'* 
ra8 


m'e'i 

•}<iü 


me 


'-•e'ï 


19a 


r 3a(z— a)«-H  5a(f— a)4-H»a<(t-.a)  3 i 

lH-ta4(t— a)‘-f-  3a(/ — à)  \ 


*) 


■{ 


48(m)44-,  88(i— a)»+a5a(/-»)»  A<i-0 


“t*  3a 


iJa 


*f*C  a)3— 6(«-*-a)*—i64(i-a)— i5a]a*-|^-^^  ^ 

f+C“”  8(*— a)»— 71(1 — a)— 108]  a»  —^3 — ^ 

6(*.-a)  ^^3  «4  -«« 


da* 


da^ 


f-^3a(i— a)«-^3a<i— a)4— 5o(i-r-a)-^\  ... 

t -aa(i--a)«-h  8(i-a)  ;•  AC  - ) 

/ 4^0 — a)4+3a(i — a)* — 91(1 — a)'*l  dAO—) 

t— i9(i— a) -h3o 

+C  ï6(t— a)3 — — > la(i-a)  — ia]fl» 


da 
d*  A <»■“•’)' 


da' 


f+[ — 8(1 — a)» — 56(t— a)  — 45]  a* 


dïACi*-*) 


I iî/*  » . d^AC^ 

6(1— a)  — 14]  a<  û* 


da* 

d«A<»**»> 

da*  ’ 


f 3h(<-3)»+,88(;-3)<+9i6(.-3)* 
l ■+i3i7(i-— 3)*-#-858(i — 3)  -f-a43  j 
f 48(*-3)*4-344(t-3)*-#.74i(i^3)*\  dA<^ 
ri  + 4i6(i-3;  - 93  ~a' 

4-C  i6(i-3)3-f-  ia(£-.3)«— 3a6(i-3)-6i8]a»^^ 

I ./i  A 

}+l—  8(i— 3)»— ioa(;-3)  — a46]  a* 


_i_r  r/-  -I  i d4AC«-î) 

6(1— 3)  ^ ag  ] «<  a® 


da^ 

dJAC/-’) 

da* 


3a(i-3)»-iG8(i-3)4-a6o(»-3)î)  . 

I -lo8(i— -3)»  J A 


)8(j~3)» 

48(i-3)4-i88(t-3)ï-  g6(i-3)«  ) dAi*-î) , 

• l H-î3a(i-3)  4-i56  f da 

+[-.  ,6(1— 3)’-|-3o{<-3)«+3o5(/-3H-3ai]a* 


d*A(«-^)^ 
da' 


f+C  6(*”~3)*-f.87(i— 3)-f»i53]  «3 


d^AO-») 

da* 


v+L  6(z— 3)  -f-  a3  ] a<  — ~ — -f.  a* 


du* 


da* 

4- 
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J 3a(t — 4)*’+’3o4(i — 4)*  ï A(»-4) 

■(4.1292(1— 4)>-H5ia(£— 4)  * 

^ . 48(i-4V4-344Ü-4)>+62i(i-4)»  , 

t — 2oa(i — 4)  ^*4  I 

4-C  i6(i-4)»—  1 2(1-4)*— 536(t-4)-io24]a‘— 

8(i-4)*- 118(1-4)  — 3i2]  a’  — 

rf<A(**0  , J*AC<“0 

<+[-6(i~4)-  


En  n’ayant  égard  qu’aux  termes  dépendans  du 
carré  c(es  inclinaisons , on  a n*  5 

h 

:i4  — x*2BC*“0  C08  i (n't  — nt+  t*  — «) 

i 5 V 

, 4- x*2B(‘“0 CO8 [»(n'f— nt  4- / — »)  4- 2/ii  4- ^i* — ail]. 

Le  premier  de  c^s  termes  peut  s’écrire  ainsi 

^ (B<»-')4-  B(*+  •>;  cos  i (n'e  — nt  4-  »)i 

8 s 2 ^ • I 

/ étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  y compris  zéro.  ‘ 

H Si  l’on  compare  cette  expression  à la  fonction 

^ ^ cos  i (n't  ^ ni + é'  — e),  et  qu’en  n’ayant 

a '■*  ' , . J > 

égard  qu’aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

I ■ ' 

R = TS(°)c^x»^  CO»  [i{n*t  — Ht  4“  -7  *)  •+■  4-3»  — 3»]  . 

' 4I  NC>c*«V  CO»  [i(n'«  — nt  -h  t'  — *)  -i-  Snt  ph  3»  — aa#  — ^ 

4.  N(»)»e'*x*  CO»  [i(n't  — nt  -h  t'  — •)  + 4-3»  — m 1^»^] 

4«  NO)o'»x»'co8,[t(/i'i' — nt  4-  »'  — »)  4-  3»«  4*  3*  — 3»'].  | 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
N^'5,  N^®^,  il  suffit  de  substituer 
à la  place  de  dans  les  valeurs  des  quantités 
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M^'^,  du  n°  7 , après  les  avoir  multipliées 

respectivement  par  - — On  trouve  ainsi 


( 8t5  — i8t»  — i 9)  (B0-«)  -h>B<i+0) 

JB(i— ) . <£B(i-*->\ 


— i5i  — 3) 


N(°>=- 


m aa 

■3^ 


/i*B(*-0  , 

a*  — r— ha* 


da  ” da 


0 


da* 


JîB<«— ) , rfîBO+’) 

3 1-  a* 


da^ 


)’ 


aa*  y 


[ 8(1-1)34-  6(x— 0’— 6(t— 1)  — 41  (Bi-»)4-  B(0) 


TN<*)=- 


m aa 


4-[ia(t-i)^-n(i-i) -S](^a--^ 

ia8  ^+[  c(t  —1)  4-  43  ~lüpr 
r .a3B(.—)  a3B<o\ 


da* 


) ' 


0 


[ 8(i— a)*4-3o(i— a)»+33(z--a)4-io]  (B(«“*>4-B(i— )) 


KO)  =4 


l-4-Ci2(i— a)*4-37(t--a)  4-a6]  Ç 


aB(<-3)  aBo— ) 

a — -, f-  a 


m au 


da  ' ” da 

a»B0-3)  . a»B(<-*) 


) 


— zr-<  . r r/-  ^ ^ T / ,a*BO-3)  . , a*B(<-*)\ 

ia8  \4-[  6(«-3) -4M]  [a^.——^a*  — J 


G 


a3B(i|-3) 


da^ 


a3B0-«) 
da^ 


) 


N(»)=- 


[ ■8(i-^3)34-54(t-3)>+i  i6(i— 3)4-78]  (B(‘-<)4-B<‘-*)) 

l-4-[fa(t— 3)*-463(t— 3) -4  8f]  ( ^“~~dâ — ) 

m'aa'  / -,  ^ - ' 

Wj+C  6(t— 3)  4-18]  ^a» 


da* 


+ a* 


da 


f a3B(i-o  .a*B<i-»)\ 

~i[^y 


La  partie 

**  m^aa^ 

4.  — g — ^■\*2BC*-»)  co«.[t  {n*l  — nt  + %*  — *)  4.'  ^nt  4-  a»  — alï  ] 


de  la  fonction  R peut  sé  développer  d’après  ce  qui 
a été  dit  n®  7 ; et  si  en  n’ajant  égard  qu’aux  ter- 
mes que  nous  considérons  on  suppose 
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R .“  N(^  CDU  ^>(</^  ~ «f  + *7“  •)  3/if  '4*  3f  ^ 3a  -f<  ^ — i aFI  ] 

•4-  N(5)  C08  [i  (n't  — /14  -f.  if  — •)  -f*  3«i  4-  3«  — » — an] 

^ 4-  cos  [t  (n'e  nt  •h  t'  ^ \)  4-  3nt  4-'  3«  -i-  a'  ^ airj 

4-  NO)  cos  [-t  (n'4  ,r-  ni  -fc.  «'  — «)  4.  3n«  4-  3*  — aa'  4-  a — an], 


on  trouvera 

£8(4  4-1)»—  4a(t  4-0*4-  C6(t  4-1)  — 3a  ] B(0 

+0*-n(i4-i)  +8] 


N (*)  ~~^n/aa'‘ 


da 


dit 


(8i^  — 54i*  4-  ii5i  — 76)  B(»-0 
4.  î^y.  )•+■  (4**  ~ a?*  ~h  37)  a ^ 


faS 


— (ai  4^  r)<j: 


</»B(«-0 
da* 


~ a- 


da* 


(81  > — la,-.  _ ^ 6]B(*-0 

(4**  — 8i  4-6)a^®^‘~'^ 


64 


'-(«  4- 


da 

a,  , ci*BO-0  . <isB(‘-«) 
3]  a» 7-: — ^ 


da* 


da^ 


[8{i  ~i)s-(-i8(i — i)’4-4(t  —ï)  — 6]B<<->) 

+t!l’  J + [4(i->)’-  5(i  -1)  - Î,]  , 


ia8 


— [a(i^i)  4-.o:(a*-^îl5l^-^— û3 
' da*  ■ 


da 

J3B(*-*) 


da^ 


a I , 


[8(i— i)i-a4(,-— ^ a8]  BO—) 


</B0-*) 


4.Ü£i!)H"t4(^0’— '24(<“- ')  4- a]a  . 

^ 64  da 


da* 


da^ 


[8(i  — 3)34-  6(1  — a)»— 45(i  — 3)  — 5o]  B(*’-3) 
“>>(*  - a)  -58]  a 

128^  aa 


rfÆ* 


Eu.  n ayant  egard  parmi  les  termes  dëpendansde 
la  quatrième  puissauce  des  inclinaisons  qu  a ceux  qui 
peuvent  donner  par  leur  développement  des  term^ 
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de  l’espèce  de  ceux  dont  nous  notis  occapions  \ on  a 


R=^- 


>38 


Cutte  fonction  e'tant  développée,  en  s’arrêtant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,* donnera 

* * 

R = ^((®)  cos  [i  («'^  — Ht  -ht'  — •)  ■+*  -f-  3»  -h  » — 4^3 

~h  N(®)  Cüs  C*  Ht  -f"  t — *)  ~h  3nt  -f-  3i  -h  o/—  4n], 

' . I 


en  supposant 


N(*) 

N<9) 


» 

ZnCa^a'*  , a fr  , v 

= Ï5S— '*  [t’(.  + 'T-3]C(-)_„-j_J_ 


En  réunissant  les  parties  de  la  valeur  de  R que  nous 
venons  de  déterminera  colles  qui<dépendent  simple- 
ment des  excentricités  > on  aura  tous  les  termes  de 


cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé*  ces  ‘termes 
dans  toute  leur  étendue , à cause  de  leur  utilité 
dans  la  tbéorle  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i doit 
s’étendre  à toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  l’expression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu’aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m et  m'  dont  on  a considéré  l’ac- 
tion réciproque.  . , . 
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1 7.  Nous  nous  soimnes  étendu  sur  le  développement 
de  la  fonction  R en  série,  parce  qu’une  fois  que  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  guère  d’autres  diffi- 
cultés que  celles  qui  résultent  de  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l’or- 
bite de  ni  ; et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s’appliqueront  au  mouvement  trou- 
blé. On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas. toutes  les  inégalités 
sensibles  d’une  planète , de  quelque  ordre  qu’elles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

\ 

m'Â  CO8  ii{nt  — nt-\~  t — $)  -f-  /«  — — /V — a/* *"n  ] 

l’un  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  terme  correspondant  de  la  variation  du  grand 
axe  sera 


^m'a^nd  — i) 


k eps  [i  (^n't  — lit -h  t' — •)  4*  int  4-  /t  — fm  — f'et'  — ; "ifTl  ] , 


i («'  —/O  4- 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 

» 

le  terme  correspondant  de  l’époque, 

* > 

i{n*  — n)  4-  in  c \(IpJ  ' rlaj 

siii  [/  (ji't  — nt  ’-i-  t' — »)  4-  4"  f*  — f<»  — J'»  ; 


^7 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE, 
le  terme  correspondant  de  rexcentrîcité  sera 

» 

m'an  — /)  (i— y/i-lpQ] 

e [i  {rif  — n)  -4-  Iri] 

cos  [i  {nft  — ni  — «)  4-  -f-  U — fe»  , 

et  le  terme  correspondant  de  la  longitude  du  pé^ 
rihélie , 

\ 

Enfin,  en*  vertu  des  formules  données  n*  4>  le  terme 
correspondant  de  p sera 

• * 

t 

et  le  terme  correspondant  de  ^ , 


r f .ia.  l J 

sin^V^i  — c*  [t  — n)-j-^/*]L  . ^ 

cos  [i  {n't  — ni  + »'  — »)  4*  Int  •+•  U — fm  — f'a'  — a/"n  ]. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  /w,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l’action  de  la  planète  perturbatrice  m'. 

La  partie  séculairé  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n°  4^  du  livre  II;  et  dont  nous  avons 
donné  l’expression  développée  jusqu’aux  termes  de 
l’ordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d’après  ce  qui  précède,  d’avoir 
l’expression  de  celte  quantité  exacte  jusqu’aux  termes 
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du  quatiième  ordre  par  rapport  aux  mêmes  ëlêmens. 
En  effet , il  sufRra  de  faire  z o dans  Texpression 
du  développement  de  R , et  de  n’avorr  égard  qu’aux 
termes  non  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  éyidemtment  ceux  qui 
proviennent,  i°.  de  la  partie  indépendante  des«ex— 
centrlcités  et  des  inclinaisons,  2V  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités , qui,  a mêmes  argu- 
mens  que  les  termes  indépendans  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi  >. 


F == 


,^/3A<«)  , T diAW 

3 U -a  4 

da^  ^4  du* 

me'*/),  dMo)  d*A(o)  , , , i , d*AM\ 

6a  ^ a*  ) 


m' ....  m'{e'-\-e'')f  </A(°)  i <i*A<*)\  , e*  / 


) 


da 


m'e'V*  r , 7 <Z*A<*>  . ,//*A(*>r.  i 

+“T- 

mWx»r„,v  A./.X  . ^BC)  . I ,^/*B(ô\-] 

, L * V da  { a f da\/J  3 

..c,lyrh  vr/tî0^iri 

i-0  . - - ■ ^ 

-x  , -i:'  .,.a 

. ♦Vi  «i,» V»A<*>  ’ r2<A<»)\  ^ 

ith  ^n’>iï;yU IT 3^  V ^ J h 


(Tîtovî-/ 

«tfouj  ù^OU  'r  H' 


^ r d»A(') 


-4-ioa* 


<ia* 


' 'i  L.  m2BW.  I . 

Mi  ><j^nrr4^  (j* 


n 9 

dB(*) 

da 


9*in< 


g 'V f , Vît ^ 4 ii.da*  J,  -,uyp^ 


■- 


La  quantité  mT  doit  être  la  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  m! , puisque , d’après  ce  que  nous  avons 

vu  n®  6o,  la  dernière  portion  de  la  fonction 

' . ^ ■ y y , 


1 

■1 

4 

I 

4 


• "H 


ZZ 

T 


•;  ; . : f 4 


J 


ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R. 
Il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  la  fonction  mF  sa- 
tisfait à cette'condition , et  qu’elle  demeurera  la  même 
lorsqu’on  yjchangera  tout*  ce  qui  se  rapporte  à m en 
ce  qui  se  rapporte  à m',  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  F est  celle  qu’il  faudra 
substituer  dans  lés  formules  du  n®  46  livre  II, 
pour  avbir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  elliptique  , étendués  jus- 
qu’aux quatrièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaison^.  ‘ ^ ' 


•< 

k*’) 


f <U  “VîtiXîri'V  M 

r*'  s • • • 

ÿ;  r r^om  i>tl  .^^^Îtblîîl  î > ^ ob 


# 

■ 
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THÉORIE  ANALYTIQÜE 


CHAPITRE  II. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
différons  termes  du  développement  er\  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 


1 8.  Nous  nous  proposons  d ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux de'veloppcmens  à ce  que  nous  avons  dit  dans 
les  n®*  49  suivans  du  livre  II , sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
lexpression  des  coefficîeiis  de  la  fonction  R réduite 
en  série.  Cès.  considérations  seront  utiles  a ceux  qui 
voudront  s’occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
ficiens. 


Reprenons  la  fonction  {a!^  — ^ad  du 

nuinéro  cité,  où  a et  d.  sont  deux  constantes^  et  s 
un  nombre  . fraction naii*e  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons,  pas  ici  le  ças  où  s ^rait  un  nombre 
entier  quelconque,  parce,  qu’il  n’a  pas.  ti?ouve  jus- 
qu’à présent  d’application  dans  la  théorie  .du  sys- 
tème du  monde.  Supposons  d a y et  faisons 


^ = à , eu  sorte  qu’on  ait  a < i ; et  pour  plus  de 


simplicité  considérons  la  fonction  f i — 2acos(p-f-ct*)“”', 
qu’il  s’agit  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
cosinus  de  l’angle  ^ et  de  ses  multiples.  Le  moyen  le 
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plus  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des.  coefïiciens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à représenter  la  fonction  qu’on  veut  déve- 
lopper , quelle  qu’elle  soit , par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefTîciens  sont  indéterminés;  en  subs-  ' 
tituant  ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle, ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée,  et  en  compai'ant  dans  cha- 
que membre  de  l’équation  résultante  les  coefFiciens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d’équa- 
tions de  condition  suflisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefïiciens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefïiciens  de  la  série, 
c’est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n°.  4q  du 
livre  II  ; mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions , et  qu’il  est  d’autant 
plus  utile  d’indiquer  ici , que  ce  procédé  peut  s’étendre 
h des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d’une  ap- 
plication très  avantageuse  à la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S = (i  — la.  cos  (p-f-a*)  èt 

suivant  la  notation  usitée , soit  : 

. \ . \ ' , ■ 

S~*  = ^ -f-  C05  -4-  cos  7^ -f-  cos  -f.  etc. 

11  s’agit  de  déterminer  les  différens  côefïiciens 

<îtc.  Or  chacun  de  ces  coefïiciens  peut  s’ex- 
primer d’une  manière  très  simple  par  le  moyen  d’une 
intégrale  définie , et  on  aura  généralement  : 
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1 d<p  cos  10 


{a) 


L’intégrale  étant  prise  depuis  <p=o  jusqu  a (p  £=  29T, 
en  désignant  par  7t  ’la  denii-circonférence  dont  le 
rajon  est  Tunîté. 

En  effet,’  /‘et  /'  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques, il  est  aisé  de  voir  que  l’intégrale  fdp  cos  /<p 
cos  i'(p,  prise  entre  ces  limites,  se  réduit  à zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  i différentes  de  /,  puis- 
qu’on a 

COS  cta  ^ ^(J^.[cOê  (i  -+•  + co®(i' — i)  f],  ■ 

/2T  ^ ^ 

dçxos  riç=zOy  n étant  tiii  nombre  entiei* 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  Fon  multiplie  donc 
par  cos  ip  dtp  la  fonction  S”*  ou  chacun  des  tefrnes’de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu’on  intègre  Téquatibn’ 

résultante  depuis  ^ =r  o jusqu’à  (p  = 27T , on  aura  ^ ’ 

' . . ^ -tiir 

/'«’T  d(P  COS  /<p  I 7 7 


/■ 

• / k# 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuis,  et  son  intégration  étant  effectuée,  on  trouvera 
pour  déterminer  hP  la  formule  {a),  \ ; -Viïtîl 

Cela  posé  d’après  la  valeur  de  S , il  est  aisé  de  voir 
que  l’on,  a V ^ 

iV/^costf , sin  sin  4 sin  i^tl^ 

; ,-.  v ~w~  ■-‘'•rgr-  + -r — 5:57-^— • W - II  , 

' ■ * r'  *• 

équation  d’où  l’on  tire  : . a . 

^ ■ ...  ...J  . ' ' •*  *•-'  ■ 

I C08 I -4-  «t* ) , sin  . ^ietd^  ros^  co«/^  ^ î{s  — 1 )«  dtp  ÿin^  sint^ 

V sü  r~ 


9 


ou  bien 
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-+-<»») y i}cos(i — i)^  , kfi — 4-4-i^cos(/-^i);^ 

+ S'  * 

Si  l’on  intègre  niàiriténaiit  cette  équation  depuis 

(p==o  jusqu  a (p==27r  et  quon  remarque  que 

nul  entre  ces  limites , on  aura  en  vertu  de  l’équa- 
tion (a)  / 

(I  + «t*  ) (/ + 5 - H-  « (/  _z  5 -f. ,) 

Formule  analogue  a la  formule  {a)  que  nous  avons 
obtenue  d’une  autre  manière  dans  le  n*  4o 
livre  I,  et  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  coefiiciens  consécutifs  de  la  série  S""\ 

Oïl  peut , au  moyen  de  cette  formule  , calculer  un 
coefficient  quelconque  du  développement  de 

la  fonction  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  et  en  sorte  que  le  calcul  de 

tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à celui  des  deux  pre- 
miers coefficiens  et  Cependant,  lorsque  a est 
une  quantité  peu  considérable , la  formule  précédente 
peut  devenir  défectueuse  , parce  qu’alors  les  coeffi- 
ciens b,^*^,  bp^y  etc. , étant  les  différences  de  deux 
nombres  qui  diffèrent  très  peu  entre  eux  ,,ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logarithmes  ordinaires  ; l’erreur  se  mul- 
tiplie dans  le  calcul  des  termes  suivans , de  manière 
que  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexact», 
et  qu’on  finit  même  par  arriver  à des  différences  né- 
gatives, tandis  qu’au  contraire  tous  les  coefficiéns 
etc. , sont  nécessairement  positifs.  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer- 
cure, dans  celle  de  la  Terre  ^troublée  par  Vénus, 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a étant  une  petite 
quantité , on  est  obligé  pai\  quelque  circonstance 
particulière  de  calculer  Içs  coefiieiens  bp  d’un  ordre 
un  peu  élevé.  XI  faut  alors , pour  déterminer  cha- 
cun des  coefficiens  bP^  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à déterminer  les  deux  premiers  coeffi- 
ciens bp^  et  bp^*  Ainsi,  d’après  le  n®  5o  du  livre II, 
on  aura  ici 


Si  l’on  développe  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion , et  qu’après  avoir  substitué  2 cos  à la  place 

de  dans  le  second  membre,  on  com- 

pare les  coefficiens  des  mêmes  cosinus , 011  trouvera 
généralement 


,(0  / , s s-i-i  s.s-hl  54-1  \ , 

=a i4 — . — .«t'-f* : — - «t<4-ctc  ).  («} 

' \ I i-M  ^ 1.2  t-H  i + a J ^ 


Cette  série  devient  très  convergente  à cause  de  la 
petitesse  de  a , et  l’on  pourra  se  borner  à en  calculer 
quelques  termes;  elle  fait  voir  que  a.  étant  tiécessai- 
rement  positif,  les  cofficiens  bp  seront  aussi  tous 
positifs.- On  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal- 
culer directement  par  ces  séries  les  coefficiens  alter- 
natifs bp^,  bp^,  bp^y  etc. , et  calculer  les  coefficiens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (1)  qui 
devient -alors  d’un  usage  également  sûr,  soit  que 
diffère  peu  de  l’unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 


- r*' 


fi 
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19.  Considérons  maintenant  les  formules  qui  servent 
a déduire  les  coefficiens  du  développement  de  S“*  en 
série  de  ceux  de  la  série  S"""*,  et  réciproquement. 
On  a,  par  ce  qui  précède, 

S~'  =- -f»  cos  P + cos  ap. . .+  ù^‘  ^ cos  ip  -h  etc. 

^ Æ Æ S é * 

Supposons  de  même 


S~'~‘  ==  1 -f-  cos  P -4-  _ cos  3p...' 


a f+i 


*+• 


ï CO  -, 
b , cos  ip  + etc. 


Par  la  formule  (a)  on  aura 

^(0  1 dq>  cofi  i(p 


\c) 


Or,  l’équation  (a)  donne,  en  l’intégrant  depuis  (p  i=o 

• , I . Siri  /0  y f m 

jusqu  a <p=  27T  et  en  observant  que  — s évanouit 
entre  ces  limites  , 

/'  idp  vos  ip  P as  dp  cos  (t  — i)p  P Ai  dp  cos  (*  -f- 1 ) dp 

O S*  '~J  O S'+‘  J O 


S'+« 


on  aura  donc  en  vertu  des  formules  (ci)  et  (c) 


s ^ L.  s-hi  S-+-1  J 

En  faisant  successivement  i = i , etc.,  cette 

formule  donnera  très  simplement  les  coefliciens 

bs  f K t etc. , lorsque  les  coefficiens  ^,4.,,  ^,4-i,etc., 
seront  connus.  Quant  à la  valeur  de  on  obser- 
vera que  l’on  a S“^  = (i  — 2a  cos  (p  -f-  a*)  S"'”*,  en 
remplaçant  et  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 

comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 
Tome  III.  5 


9 
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pendans  de  <p  on  trouve  : 


j-f"i 


cih 


(î) 

' 

S-{~1 


Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coefEciens 
du  développement  de  au  moyen  de  ceux  du 

développement  de  S~'  supposés  connus , de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 


D’ailleurs,  en  changeant  s en  i dans  la  for- 
mule (i),  on  a 


(i  — 5)  -(i-hs) 

' ' *4-1  a.  ♦+*  ' ' '+» 


*+* 

(i^s+i)bO+*> 


et 

I + «* 


(i  -f-  1)  — (i  -H J ■ 


Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour 

et  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
• on  trouve 


b^P  = • r ( 1+  «t* 

*('+■>  = , r,.i«  _ f,  4. i<'+oi . 

d’où  Ton  tire 

« . (i4-**)  (* — a«(i  — 5 4-»)*^*'*’'^ 

V.  = 


s{i  — Ct»J» 


, ».  (i  4- ,)  - (i  - i + .)  (■+  ..) 

*■*-*  s(i  — «*•)•  ' 


(5) 
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et  par  suite 


L<0 


(i+O 


^+,  V.  — s(j-  «)» 

,(o  ,(■>■) 

,+i  t+t  s(l-het)* 


(6) 


Ces  formules  déterminent  les  divers  coefficiens 
de  S~'  au  moyen  de  ceux  de  ; quoique  très  sim- 
ples, elles  sont  plus  compliquées  que  les  fonuules 
inverses  (4)«  Il  y aurait  donc,  sous  ce  rapport,  de 
l’avantage  à commencer  par  calculer  les  coeffi- 
ciens , , etc.,  et  à en  déduire  ensuite  les 

coefficiens  etc.  Mais  dans  la  théorie  des 

planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  de  la  fonction  S“'  que  celui  de  la 
fonction  S""'"*  ; il  faut  donc  renoncer  à faire  usage 
des  formules  (4)>  si  ce  n’est  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  de  etc., 

, etc.,  calculées  par  d’autres  formules. 

Il  est  aisé  d’étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d’une  puissance  quelconque  de  S. 

En  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  celte  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance qui  la  précède  immédiatement,  en 

sorte  que  le  développement  fera  connaître  celui 
des  puissances  , S“^“%  etc.  ^ 

20.  Déterminons  maintenant  les  différences  succes- 

sivesde  b^^  , etc.,  par  rapport  à <x.  En  différén- 

5.. 


k 
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tiant  relativement  à cette  quantité  la  formule 


on  trouvera 


cos 


S'  » 


,,(0 

«O,  ïi  Pd^cosiip  s r P 

^ “s^  ï L J ■ 


d^  cos  (t  -I-  1 


/ 


cos  (/  — l)  ^ 


/da  coh  10*1 

S'-^‘  J* 


Et  par  conséqu^t,  en  vertu  de  la  formule  (c), 


+ »<7'> - ■'j . 


(7) 


fornaule  qu’on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D) 
du  n°  5a  , livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 

leur  de  > au  moyen  des  valeurs  de  , 

^1*^1  ^ rapportent  à la  fonction  S“*~'  ; 

mais  on  peut  l’obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet , en  substituant  pour 

9 9 leurs  valeurs  données  par  les 

formules  (5) , on  trouve  après  les  réductions  néces- 
saires 


dcL  I — «t» 


(«) 


dl^ 


(0 


Eette  formule  déterminera  au  moyen  des  trois 
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quantités  et  supposées  connues , eu 

substituant  pour  a*  sa  valeur  donnée  par  Téqua- 
tion  (i)  en  fonction  de  et  on  aurait  une 

formule  analogue  à la  formule  (D)  du  n°  52  du 
livre  II,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

mais  la  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d’une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à a , on 

aurait  les  différences  successives  - -j-—  , -^-3  , etc.  ; 


mais  il  y a sur  l’usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 


db 


(0 


minalion  de de  la  quantité  celle  de 


db 


ft-fi) 


diL 


de  et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  difïérence 

s ' 

^^léme  jg  contient  la  quantité  — 9 ü en  résulte 
que  cette  différence  dépendra  de  la  quantité 

Par  conséquent,  pour  avoir-^— , on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu’à  le  calcul  des  quanti  tés.  ^ , 

etc.  Pour  éviter  cette  opération,  qui  devient 
inutile  lorsqu’on  n’a  besoin  que  des  quantités  b^  , 
b^g^ , et  de  leurs  n premières  différences , 


« 
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on  substituera  dans  1 équation  (8)  pour  ^^*"*'*^  sa  va- 
leur , on  aura  ainsi 


dj^  ^ _ i±ii=^.j<o  (9) 

dtt  1 — a»  ' tt(i — A*)  ' * 

équation  qui  résulte  d’ailleurs  de  la  formule  (D) 
n®  52,  livre  II,  en  y changeant  i en  — i. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
sous  cette  forme , 


i -f- (i  — ai)  (0 


et  qu’on  la  différèntie  ensuite  , elle  fera  connaître 
les  valeurs  des  différences  successives  de  au 

moyen  de  celles  des  quantités  et  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  et  b^^^ , il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  l’on  considère  les  différences  de  d’un 

ordre  plus  élevé , il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s’adapter  plus  facilement  aux 
calculs  numériques. 

L’équation  (2)  donne  en  la  difféi'entiant 


iia. 


dh 


<i+i) 


dA 


d’où,  en  substituant  pour 


dit 


sa  valeur  (9),  on  tire 


/ 
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db 


(i-0  ^j0+.) 


*+f 


<»■+») 


. : 


*+• 


dtt 


dA 


Comme  l’exposant  s n’entre  pas  dans  cette  équa- 
tion , on  aura  de  même 


db 


(._0  ^^o+.) 


l0-«> 


<^+.) 


<0 


d<t  d*  ~ a • 

L’usage  de  celte  formule  n’est  sujet  à aucun  incon- 
vénient, et  en  la  diflerentiant  on  trouvera  succes- 
sivement 


d^b 


<*■-») 


,('+«> 


(0 


dx' 

da* 

d^b^*~‘^  . 

Jal 

dx^ 

à‘b<-r^ 

dtt^ 

dx>^  ^ 

d^b^~'^ 

ê 

i/a* 


,r  d*4''’n  «/'t*** 


cic. 


La 'loi  de  ces  formules  est  évidente,  et  l’on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu’on  le  voudra  ; elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs,  des  différences  suc- 
cessives d’un  coefficient  quelconque  , lorsque  les 

différences  des  deux  premiers  coefficiens  et 
seront  connues. 

Or,  en  faisant  successivement  i = o et  /=i  dans 
l’équation  (9),  on  trouve 
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:xsAb^*^  -4-  2 ( i — i)  b^'^ 
d<t  I — «»  ’ , 

^ + [ (if  — i)  *■  — i] 


(la) 


d’où  Ton  tire 


dx  ~ 

« (i  — «•) 

db<°> 

db^''* 

= (as-i)5j'\ 

à. 

S 

dùL 

db^'^ 

ê 

db^"^ 

s 

ê ê 

dx 

dx 

et 

En  difierentiant  cette  expression , on  trouve 


d-b'^"^ 

ê 

S 

db<’> 

s 

dx' 

dx* 

dx  * 

d‘b^°^ 

S 

* 

f ‘ 

</«• 

A M JA 

dx* 

\ dx 

« # / <t*  * 


En  combinant  ensemble  ces  quatre  équations , on 
formera  les  deux  suivantes 


d^b 


d«.* 


d*b 


(0 


dcL> 


[(4s +!)«•—  l]  4s»  ,(o) 

«(i — <t*)  a*  I — «»  ' ’ 

Ét(i — £**)  da.  •'  * 


(i3) 


Ces  formules  serviront  à déterminer  directement 
la  différence  du  second  ordre 


.(O) 


^^par  le  moyen  de  la 
quantité  ù^^'^'',et  de  sa  différence  première , et  Ton  aura 

de  même  le  coefficient  , quand  les  deux  quan^ 

. , CO 

tités  et  ' seront  connues. 
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En  dîfférentiant  de  nouveau  ces  équations^  on  for- 
mera les  différences  successives  de  et  de  ; 
on  obtient  de  cette  manière 


_(4*4-4V* — ^ (45»-f-8g-f-a)  . 4^*  »(o) 

dtt'^  tt(l — a*)  * Jet»  I — et»  ‘ J-t  rt(i  — et*)*  * * 

(4^*4-1^54-10) 

«(l — rt*)  ’ J«*  I — et*  * Jet»  <t(l  — et»)  * dei  * 

_(4j->-io)gt*— 4 ^ 4^*’+’^4^"+'**4  ^ 

</«t*  et(l— et*)  Jet*  I— et»  Jet*  tt(l  — et»)  J«»  | 

etc.  ; 

(4»4-  5)e^» — 3 , 4^*-f»îa5*4-  a ^ , 85*  — ■ a ,(,) 


) 04) 


Jet* 


«(t — et»)  * Jet* 


I — et»  ’ Jet 


f-^7 

«(«--*)  ' 


(4«+8)et» — 4 ^ 4**-f-aos-f-Ta  T3J»  -f»  laj 

Jet<  et(l — «t»)  Jet*  1 — et»  * Jet»  et(l— et*)  * Jet  * 


J*t 


^ (4s-hrî)ef — 5*  i6^*-f-3a5-4“î^ 

a(l— et»)  Jet<  I — et»  * Jet*  a(l — et*)  * J«t? 


l(') 


<-)  • 


h 7.^'^ 


J*5 

«le. 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
l’on  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^^^  et  de  d’un  ordre  quelconque , au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d’ailleurs  se  borner  à calculer  ces  der- 
nières formules,  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^J*^  de  celles  de  b^'\  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  ; , . 


/ 


î4 
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<o) 


(•) 


= «»■ 


(ai- 


0 ' 


(>) 


doL' 


etc. , 


équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d’autres  propres 
à calculer  les  quantités  etc. , et  leurs  diffé- 

rences successives  ; c est  au  calculateur  à choisir  dans 
chaque  cas  celles  dont  l’usage  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin , si  l’on  était  obligé  de  calculer  à la  fois  et 
avec  un  ménie  degré  de  précision  les  coefficiens  des 
deux  séries  S”’  et  on  pourrait  déterminer 

d’une  manière  très  simple  les  différences  successives 

des  quantités  etc. , que  l’on  aurait  soin , 

dans  ce  cas,  de  calculer  les  premières.  En  effet,  la 
formule  (9)  donne,  en  différentiant. 


<4 


da.* 


( 


dl, 


(!-.> 

*+l 


db 


•«■4-I 


db' 


dM 


da 


— a* 


<4 

*+t 


dxt 


- )• 
•*+«/ 


(i5) 


Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  .y  en  ^ + i , 
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• % " 

et  qu’ensaite  à la  place  de  i on  substitue  successive- 

ment  £-f- 1 et  — i,  en  observant  que  » 

on  aura  les  deux  suivantes  : 


*4-1  a (i -h  S -ht)  .0  I -♦-(<  — a^  — ï)  ,0+») 

At  I— *+’  «(!  — «•)  •+*  * 

.,(0 

_ a(s  — t — i)  ^(0  a (t  — s -4-0  ^(.+,) 

dtl  1 Cl*  »+I  1 _ Cl»  '+* 


Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première,  après 
l’avoir  multipliée  para,  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faite , cette  formule  très  simple 


db 


<*4-t) 

<4-» 


dl, 


(0 

*4-1 


dei 


dcL 


= (i  -h  ^S~h 


' «4-» 


*4-« 


on  aurait  semblablement 


dh 


t»-o 


*4-1 


dh 


det 


(0 

^"4 1 / • ■ \ 1 0"^ 

= (as  — t -4-  a)  b 


da 


«4-f 


a.  *4* 


Celte  formule  dérive  d ailleurs  de  la  précédente , en 
y changeant  i en  — i.  La  différence  de  ces  deux  équa- 
tions donne  la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 
trouve 


71  <«■—«)  jlO 

•'  ' *4-i  ti.  *4-«  n *4‘« 


dtt 


da 


dx 


La  formule  (i  5)  devient  ainsi  , 


En  suivant  le  même  procédé , on  déterminera  par 
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des  formules  très  simples  les  diâerences  successives 

de  , au  moyen  des  quantités  , b]_^/ 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  Ton  suppose  ^ ^ , les  équations  (9) 

et  (16)  deviennent 


(0 

dbi 

a 

da 


Les  formules  précédentes^  ainsi  que  les  formu- 
les (il),  sont  sujettes  à quelques  inconvéniens  lors- 
que oc  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d^exception  du  n**  18  ,*  et  au  lieu 
d’employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^^^  par  le 
moyen  des  séries.* En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  fait 


m = a- 


P = mn . 
etc. , 


5.A  -+•  1 .5  4-  a. . .A  H-  i — î 
i.a.3...i  ' 

A 4-  1 .5  4- 1 4-  I 


n =^m. 


A. A 4- 1 
i.i 4-  ï 


a.î4“  a 


q = mnp. 


s 4-  a.A4-  Â4" a 
3.  i 4“  3 


la  formule  (m)  donnera 


X ma*  4-  4-  4-  4.  cic.  i 


et  en  différentiant  on  aura 
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-57  — + (*  + a)  n**+»  + (t  -f-  4)p«/+3  + (i  -t-  6)  ^ etc. , 

-^~=r  i (t  —1)  (i  H-I)  (£  4-  a)  /i«*'  -4-  (r  4-  3)  (i  + 4)  p«<+» 

4-  (t  4-  5)  (t  4-  6)  7*^+4  4-  etc. , 

-^=  i (i— i)  (i— 3)m*'-34.i(t  4-i)  (i4-a)/i«'*-‘4-(*+a)  (*4-3)  (t'4-4) 

4“  (i'4-4)  (t  4-  5)  (i  4-6)  7«‘+s  4.  etc., 

etc. 

On  pourra  donc  déterminer  les  différences  succes- 
sives de  bp  par  ces  séries , qui  seront  très  conver- 
gentes si  a est  une  petite  quantité , et  dont  le  calcul 
sera  facile  à cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi- 
ciens  m,  p,  etc. 

2 1 . Dans  les  applications  des  formules  précédentes  a 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  .y  = i;  nous  allons  rassembler,  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques,  les  formules  rela- 
tives à ce  cas. 

Les  deux  quantités  b\^,  bV  étant  connues,  on  aura 

etc.,  par  la  formule 

% % ^ 


(î) 

(i+O  3t(t4-**)ii  — (ai  — i)<*Ai 

b\  = * » 

a (ai4-i)«t  * 

applicable  toutes  les  fois  que  et  ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (/w),  en  y fai- 
sant f = Y , donnera 


\ 


1.3.5. . .ai  — .1  / 
3.4*6. ..at  \ 


ai  4-1 
314-3 


.«4+»4-  - • 7 
3 4 


3i4-i  31-4-3 

• — >.«‘+4 

21  4-3  31 -f- 4 


4- 


I 3 5 314- î ai -4- 3 ai  4-5 
346  ai  -4-3  ai  -f-  4 * ai  -4-6 
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Connaissant  b^i  9 etc,,  on  déterminera 

b^\  bi\  9 etc.,  par  la  formule 

« a ft 

OU  bien  par  les  deux  formules  suivantes , plus  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 


B B 


a£  -f- 1 / , 

"V  )’ 

ai  -4-  I / , ,(»+«)  > 

= 7— — ^.loi  +01  1. 

(I  — Cl)*  V ï 5 ; 


(»7) 


Les  différences  successives  de  9 b\^  9 etc. , s’ob- 

a B 

tiendront  parles  formules  (10)  et  ( 1 1),  dès  qu’ on  connaî- 
tra lesdifierences  successives  de  9 et  Ton  aura 

a a 

celles-ci  par  les  formules  suivantes  : 


ah'f> 

B , 

deL 


(«>) 

<i*hi 

a 

d<t* 


(°) 

d^ln 

a 

da^ 


(*) 

d^hV 


ClA* 


.iîVi';' 

? a_ 

I — Cl»  * 

(°) 

(3ct* — 1)  — ■ -f'ctii 


a(3«*  — i) 


<«> 

'i 

da^ 


+ 9** 


</ce  T 


Cl  (l  ~ Cl*) 

(«) 
d^bt, 

3(3d*-i)-^ + -4-8 


d^b  I 


ai? 

% 


«t(l 


d'^by  4 (3**  — 1) 


(O) 

d!>W 

^ 

dei* 


i*) 


H- 37* 


</a* 


dtt^ 
etc.  ; 


(i  — «») 
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i 


Eq  différentiant  les  équations  (17),  on  aura  pour 
déterminer  les  différences  successives  de  ^ , etc. 

a fl 

au  moyen  de  celles  de  b^,  b ^ , etc. , supposées  con- 
nues^ les  formules  suivantes  : 


etc.  ; 


/ 
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On  peut  aussi  calculer  directement  les  différences 
successives  de  ^3  \ ^a  ^etc.,  au  moyen  des  formu- 

a a 

les(i2),  (i5)et(i4),  àsLUS  lesquelles  on  fera  s = 
Enfin,  si  Ion  suppose  ^ | dans  les  formules  (5) 
et  (6) , on  aura 

(*■)  (»+0 

(i  4“  «*)  (2/  -4-  3)  Ai  — a«  (it  — ’) 

, - ** 

*1  ïunw 


ou  bien 


+4'*'' 


(il  -+•  3)  Aj  (ai  — i)  Ai 


(ii  4*3)  A^  ^ — (ii  — i)  A^ 

' ^Vcnrcô^ 


On  déterminera 
quantités  , Os 


au  moyen  de  ces  formules  les 
, etc. , lorsque  les  quantités  f 
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^3  , etc.,  seront  connues;  et  en  diiférentiant  ces 

U 

mêmes  équations,  on  aura  les  différences  successives 
des  premières  quantités. en  fonction  des  différences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  fera  .y  = 

Ces  formules  sont  celles  dont  Temploi  ma  paru 
le  plus  simple  daas  les  applications  numériques  ; elles 
ramèneront , comrne  on  voit,  les  déterminations  des 


4-*'  ' 

quantités  0 1 , etc.  , Ot,  , etc.,  , b^ 

4 U O Q O O 


65  , etc. , et  de  leurs  différences  successives  à celles 

a 

des  quantités  et  , il  ne  reste  donc  plus  que 


r 


ces  deux  quantités  à déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n*  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y parve- 
nir par  le  moyen  des  séries  ; ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d’abord  : cependant  il  est  plus  expéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d’employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l’application  qu’on  en  doit  faire  a la  déter- 
mination des  deux  quantités  dont  il  s’agit,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions , dont  l’usage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les, rapides  progrès  qu’a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l’analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22»  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s’exprimer  par  des  arcs  d’ellipse  ou  d’hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 
Tome  IH.  6 
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dans’la  formule  où  P est  une  fonction  ra- 

tionnelte  de  ^ , et  R un  polynôme  en  x du  qua- 
trième degré. 

^Toute  fonction  de  cette  espèce  peut  se  ramener 
par  des  transformations  très  simples  à . la  forme 

r , où  O est  une  fonction  de  degré  pair 

J v/t— ^ 

de  sin  <p  , ei  c une  quantité  plus  petite  que  Tunilé. 
11  suffira,  pour  cela,  dans  la  plupart  des  cas,  de  faire 

— . B8in_g  déterminer  convenable- 

^ — V c-h  Dsin"<p' 

ment  les  coefficiens  constans  A , B , C,et  D. 

Maintenant,  quelque  soit  Q, pourvu  que  ce  soit  une 
fonction  rationnelle  de  sin*  (p,  on  démontre  fort  ai- 

sèment  que  l’intégrale  J peut  se  réduire 

1®.  a une  partie  algébrique,  2®  à une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sous  la  forme  générale  , 

^ , 4 

Z’ A' -4- B' sin’ ç d^  

J C'  4-  B'  sin’çi  ’ y/ 1 — c*  sin*"  <p  [ 

' * . <•  t ■ * ’ 

OÙ  A' , B' , G'  et  ly  feont  dès  coefficiens  constans, 
réels  ou  imaginaires 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
s’en  cottyaîncre  , ' peut  s’écrire  ainsi  : 

TI  4-K l/'i— c’*sin»0+L  C— — -T-T~  » • 

^,-c-sin»^  J J 1— c»sin»^ 


(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  n®  8. 
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De  là  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois 
espèces  distinctes^  auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomment' Jonc  lions  elliptiques  de  première  , 
seconde  et  troisième  espèce , et  Ion  désigne  d'ordi- 
naire ces  fonctions  par  les  symboles  respectifs 
F(c,  (p),  E(c,  (?)  , n(c,  a,  p),  en  faisant 


F(c,(p)  = 

F(c,9)  = 

n(c,«,cp)= 


r di 

J i/ 1 — 


d(p 


c*  sin“  !p 


1/ 

J^ d(f>  \/  i — c*siu“^>  f 

r dp 

J (i  4”  û Ç)  ^ • 


c*sin®(p 


cés  intégrales  étant  supposées  s’évanouir  quand  (p=o, 
et  leur  étendue  dépendant  de  la  valeur  qu  on  assigne 
à cet  angle. 

La  variable  p se  nomme  Vamplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  l’unité,  s’ap- 
pelle le  module-,  enfin  la  constante  a,  qui  n’entre 
que  dans  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  le  paramètre. 

La  fonction  de  seconde  espèce  E(c,(p)  représente , 
comme  on  sait,  un  arc  d’ellipse,  et  l’gn  a donné 
généralement  le  nom  de  Jonctions  elliptiques  aux 

_Q^__ 

V/ 1 — 

parce  que  les  arcs  d’ellipse  s’y  trouvent  compris  ; bien 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encore  d’autres 
courbes , ét  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue.  ' . ' • ■ * 


transcendantes  comprises  dansla  formule  f 


V 


f:. 


i 


ük 


Digilized  by  Google 


84  THÉORFE  ANALYTIQUE 

Lorsque  les  intégrales  représentées  par  F(c,  , 
E(c,(p)  et  U{c,  a,  (p),  sont  prises  depuis  <p  ==  o jusqu’à 
i'TT,  TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  on.  dit  que  ces  fônçtious  sont  complètes, 
et  pour  les  distinguer  on  omet  l’amplitude  ^.dans 
leur  notation  , en  sorte  que,  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes , on  a 


fw  =/.*■  vrAm  ■ 


Wc)  = r*""  d(p  \/i  — C*sîn*(p, 

J O 

nf  ‘ ^ 

[C,a)  J ^ ^ i— c*8ia“^‘ ^ J 


Enfin , pour  abréger,  on  fait  souvent 
ce  qui  donne  + c*  = i , et  b se  nomme  le  “ 
plément  du  module  c. 

Cela  posé , considérons  d’abord  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce , qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro- 
priétés, c’est  qu’étant  donpées  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne  different 


que  par  leurs  amplitudes,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à leur 
somme  ou  à leur  différence.  Il  suit  de  là  qu’on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement  une  fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d’une  fonction 
donnée,  et  plus; généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  que  les  fouclions  elliptiques  * de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  dé  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
sirnples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à la  somme  ou  à la  .diil^J’ence  de  deux 
fonctions  de  mêrbe  espèce , plus  à une  quantité  algé- 
brique , et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égalé  à la  somme  ou  à la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce , plus  à une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cerclé'  ou  par  logarithmes'. 

Gommé  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l’ellipse  et  l’hyperbole',  on  voit  qu’il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle,  un  arc 
égal  à la  somme  ou  à la  diderence  de  deux,  arcs 
donnés , mais  égal  à cette  somme , plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d’autant  plus  remarquable  qu’elle  a été 
découverte  par  Fa^nani  y avant  qu’on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu’elle  a pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique , fut  conduit  ainsi  à com- 
parer entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encor  e 
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toutes  les  transcendantes  renfermées  dans  la  formule 
Z’  , 

J s/ ï — ’ mais*  dans  ce  rapprochement , il 


supposa  toujours  que  les  fonctions  d’une  même  espèce 
avaient  le  même  module,  et  qu’elles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude,  ou , ce  qui  revient  au  même, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à la  même  courbe.  Aussi  cette  comparaison, 
qui  lui  fit  découvrir  sur  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctious  les  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut,  ne  lui  apprit  rien  relati- 
vement à leur  intégration.  , 

Lagrange  eut  l’heureuse  idée  de  comparer  entre 
.elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  'espèce  ; il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l’amplitude  et  le  module  varient  à la 
fois,  et  il  fut  ainsi  conduit  à une  méthode  générale, 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 


intégrales  de  la  forn^e  * . 

J t/R  . 

En  effet , Lagrange  remarqua  d’abord  que  l’inté- 
grale d’une  fonction  elliptique  de  première  espèce 

/; 


d<ff 


s’obtiendrait  satis  difficulté  par  les  sé- 
y'  i — ' • ; , 

ries,  si  c était  supposé  une  quantité  très  petite  pu 

une  quantité  à très  peu  près  égale  à l’unité.  Ainsi 

donc  , si  l’on  pouvait  ramener  la  fonction  ¥(c,ç)  à 

une  autre  fonction  F(c',  dans  laquelle  le  module  c' 

serait  moindre  ou  plus  grand  que  i?,  et  déterminer 

algébriquement  le  rappoiçt  de  ces  deux  fonctious,  en 


f 
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opérant  de  la  meme  manière  sur  celle-ci , on  obtien- 
drait la  valeur  de  la  fonction  donnée,  exprimée  par 
une  suite  de  fonctions  de  meme  espèce , dont  la 
dernière  serait  intégrable 'd’elle-même,  et  Ton  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  intégrales 
approchées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques. 

Soient  donc  F(c,  <p)  une  fonction  donnée,  et  F(c',  (p') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
l’amplitude  (p'  sont  arbitraires,  si  l’on  pose  l’équa- 
tion 

F(c,  (P)  = /4F(c',  (P') , W,  ” • ' ■ 

OU  bien  , \ 


U s’agira  de  déterminer  algébriquement  c'  et  (p' 
en  fonction  du  module  c et  de  l’amplitude  p,  de 
manière  à satisfaire  a l’équation  précédente. 

Or,  si  l’on  suppose 


fA  sin  q>  cos  q> 


. I q-c 


.> 


^ yi — c*sin'(p  ’ 

OU,  ce  qur  revient  au  même, 

. . • ^ ' • I * • 

« 

• • ^ sin(2<p'  — r=  €sin(p , 

ni''"'-  • i 

d’où  l’on  tire  cos(2<p.'  — (p)=V^i — 6'*sin*(p.  Il  est 
facile  de  s’assurer  que  f ces  valeurs  substituées  dans 
l’équatiou  (f)  donneront  . , 


2 V^c 

I -h  c 


..t 

. (*) 

• # 

. (?')>■ 


(''}  Voir  les  notes  à la  fin  du  volume. 


‘ y 
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,?')=-4=^F(c,<p);  (a') 

, , V 

équation  qui , comparée  à üéquatiou  (a) , donne 

U = — 11  suit  de  là  que  les  deux 
ï -H  f k'c  ^ 

fondions  F(c,(p)  et  F(c',(p'j  sont  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  quelles  que  soient  lès  amplitudes  (p  et  <p', 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c et  c', 
soieqt  liés  par  lès  équations  (y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 

tang  (<p  — <p')=ô'  tang  <p' , 6'=  ■ (/), 

en  supposant,  comme  nous  l’avons  dit,  \/i  “r 
Les  premières  formules  serviront  à déterminer  p' 
et  c'  en  fonction  de  (p  et  c ; les  secondes  peuvent 
servir  réciproquement  à déterminer  c et  ip  en  fonction 
de  c'  et  <p'  supposés  connus. 

I -1-c 

L’équation  F(t,(p)= F(c',  <p')  ayant  lieu  quel 

• % 

que  soit  si  l’on  suppose  (p-zaiTy  ce  qui  donne 
^'==^7r,  en  observant  que  d’après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a F(c',^)=3F(c,-j^)  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  F(cj  et  F(c')  la  relation  très 
simple , . . . , • . 

F(c'>=(,+c)F(c). 

Passons  aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es- 


{*■)  Théorie  des  Fonctions  elliptiques,  n*  2t. 
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pècc.  Les  valeurs  de  et  d tirées  des  équations  {y) 
donnent  Téquation  diiféreatieUe 


d(p'  — c'*sin*^ 


(C  CQS^  4)* 

A * 2(1  -f- c)  •’ 


En  faisant,  pour  abréger,  A = v/i  — c*sin*<p,  cette 
équation  peut  s’écrire  ainsi  ; 

( I 4-  c')rl(p'  \/ 1 — = —.(A* — jè*+^cos(pA), 

d’où  en  intégrant  on  .tire 


(i+c)E(c',  (p')z=iE(c,  (p)  — f ^*F(c,  (p)+csin  (p.  (/t) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  ç)  peut  s’exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  E(c',  ^'),  ou  en  d’au- 
tres termes,  que  tout  arc  d’hyperbole  peut  s’éyaluer 
par  deux  arcs  mesurés  sur  l’ellipse  ; ce  qui  est  l’énoncé 

du  théorème  de  Landen.  ■ 

• • 

Si  l’on  suppose  (p'  = 7 tt  et  (p  = tt,  on  aura 
E(c',  <p')==E(d)  et  E(c,  (p)=E(c,  7r)==2E(c).  On  aura 
donc  simplement  dans  le  <^s  des  fonctions  com- 
plètes, rt-i  ji> 

(i  + c')E(c')  = aE(^)  — ù‘F(c). 

Les  formules  (ot[)  et  (cT)  serviront  à exprimer  les 
fonctions  F(c,  (p)  et  E(c,  (p)  dont  le  module  est  c , au 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',^')  et  E{c\  <p')  , 
dont  le  module  est  c',’et  réciproquement;  car  il  est 
évident  qu’on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 


image 

not 

available 
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les  amplitudes  correspondantes  *,  etc. , par 

les  équations.  ) . • 

sin(2(p'  — (p  ) ï=s  c sin^  ,1  . 1;  • 

^ ' «n  — .<p'  ) ==  -ç'  .i^in  <p' , ■/ 

sin(2<p*' ^ = c'sin^", 

.tVL.;'-  î?r> '*îî  *M»5fr4<Vv.  ( ,4>  *<  ! * ''  <1  ! 

etc»** 

‘ ‘K*it">îîO^  Vf  '•[»  'jl  »:<>  . *1‘ 

il  eu  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce (Fe,^,J(cVip')i-F('^“r*P'0.«*®->  quiSeront  lices 

T“f^i ÎÉ*.^ i-  gnti't  îK*jiv{»*'*î  tyjf'.-i 


r\6r • vP  J />  » ■ . I ( { 

-îiu<>*>  tijyr.>dU*K^  nt»  *ïw  D*jT^Ulnd’  ^ 

rfc^V)^'— 'FC^l  é>,  ’ ^ 

irjp  o:>  ?«iO?  no  j 


ypès  VU',  . 
rapide;  cetfe  lûiiè  à^^uf  lîtalte  Tunité,'  qVelle  atteint 
aô  boàrâ’titi' t^it  nombre  de  termes  ; ' maiis  ' lorsque  p 
est  peu  dîflërènl  de  ruttUe , on  a ,‘  a trts  j|^u  ^ 

%«=/ =isï 

En<  nommant  donc  O Famplitude  correspondante  au 
m6ddtë'’ti4s  peu  <îiâei«rrt  *de  âiiqueF  on  ' se 

sera  arrêté^daûs  la  suite  ^^sç^ndante  c , x',  c" , etc.  ^ 
et  eh' faisant q^ur.^brég|^^'^  ^ .‘^  *^4*?  ^ ^ ' 


/ 
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H = 


I -f-  c I 4- 


t • 


I -f-  c 


"h  f etc»  f 


oa  aura 


F(c,^)  = Hlogtarig(45‘+i«),  (e) 


Si  ç = jV , et  qu’on  nomme  ce  que  devient  alors 
l’angle  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète ÎJ.  - 

. F(c)  = H log  tang(45*  + i j ‘ - 

Voilà  donc  la  valeur  de  l'intégrale  donnée  ex- 
primée en  fonction  d’une  quantité  logarithmique 
facile  à calculer , multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tânt^  et  la  question  proposée  est  par  con^quent 
complètement  résolue;  mais  on  voit,  d’après  ce  qui 
précède,  qu’on  peut  encore  exprimer  d’une  autre 
manière  là  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet , la  suite  croissante  des  modules  à , V, 
c",  etc»,  qui  a pour  limé  te  d’unité , peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;,  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons  par  c,  c^,  etc»,. les  différons  termes 

4e  cette  suite,  que  nous  supposerons  li^  entre  eux 
par  les  équations  ' : 


* 


Vc, 


'/// 


etc.  y 


1 ^ 

« 

QU  , ce  qui  revient  au  même  ^ par  les  équations 


1— A' 


'H 


1 + *,' 


etc. 
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Nommons  etc. , les  amplitudes  corres- 
pondantes aux  modules  etc. , et  détermi- 

nons leurs  valeurs  par  les  équations 


• . tang  —<P)  = b laDg  .(p  , 

,1  tang,(ip„  —q,^  )z=b'  tang  <p^, 

. ‘a“g(<P/«  — <P/,)  = *"tang(p,„ 

etc.  ; 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F (c,  <p), 
F(c^  , <P  ) y ^(^/i  > ^/<)>  etc.,  qui  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans  y en  sorte  qu  on  aura 


p-  - ^ • 


F(«..0= 


. ' 

^F(c,,,<p,j=-4- . -i^-  . -^F(c,  (P) 


etc. 


Les  modules  , etc. , décroissent  très  ra- 

pidement', et  s’approchent  promptement  de  leur 
limite  zéro.  Or,  dans  le  cas  où  c est  supposé  très 

petit , on  a à fort  peu  près, J" ^ ■^—^^=fd(p==<p  ; 

• • 

en  nommant  donc  0 lamplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s’arrête,  et  en  faisant 

-îM  > 

' H'  ^i±5.  L±S. . L±fï  etc. , - i 

2 2 2 ' . . 

• r 


‘^1 
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on  aura ‘ • • » ; . ^ ’ 

Lorsqu’on  suppose  (p  = j ^ les  équations  (n)  don- 
nent (pp=7T,  <p^'==2'7r  , (p^==4w‘....^»=3  2^.5'7r,  etc.  ; 
4>  désignant  donc  la  linaite  de  ces  angles,  si  Ton 
fait  V ’ ■ î 4 ■ 

K = (i  + c,)  (i  +cj  (i  +cj , etc.,  (x) 

on  aura  pour  le  cas  des  fonctions  complètes 

* ’ ' 'I  _ ' > 

■■  '■*  FW  = K5-’  W 

Ainsi  donc  il  y aura  toujours  déux  manières  d’ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  le  module  et  l’amplitude  sont  donnés,  par  des 
arcs  de  cercle , au  moyen  de  la  formule  (6)  , ou  par 
logarithmes  au  moyen  de  la  formule  , (c).  On  choi- 
sira la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
s’approchera  davantage  de  l’une  ^des  deux  limites  zéro 
ou.l’unité  afin  detdiminuer  autant  que  possible  le 
nombre  des  transformées;  ^ét.  de  cette  manière  on 
n’aura  jamais  à calculer  qu’un  petit  nombre  de  mo- 
dides  d’amplitudes  correspondantes  ,•  pour,  arriver 
SL  une  valeur  suffisamment  exacte  de  l’intégrale 
cherchée^  ^ ^ . 

La  même  méthode. d’approximation  s’applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce , mais  les  formules 
deviennent  plus»  compliquées  ' à cause  de  la  quantité 
algébrique  qu’elles  renferment;  cependant,  comme 


F{e,(p)^W<!>.  (0)’ 
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cette  partie  disparaît  dans  le  cas’ des  fonctions  com^ 
plètes  ; et  que  dans  les  applications  cpie  nous*  ferons 
de  cette  théorie  nous  n’aurons  que  de  pareilles  fonc- 
tions à considérer,  ^ nous  traiterons  ici  ce  cas  parti- 
culier, et  les  formules' que  nous  obtiendrons  seront 
encore  assez  simples.  » 

La  formule  (jtz)  donne  la  suivante  : 


i 


I — c 


■F(c„<P,)4-- 


c^sin^^ 


K ^ 

Les  valeurs  des  fonctions  <p^ , ip„),  etc., 

seront  données  par  des  équations  semblables  ; on 
pourrait  donc  en  déduire  la  valeur  de  l’intégrale 
E(e,^),  en  fonction  de  celles  de  ces  quantités  qu’on 
voudra  choisir,  mais  la  «réduction  de  la  formule  à 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pé- 
nible; il  vaut  mieux,  pour  l’éviter,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale- 


ment G(c^<p)=E(c,(p) — F(c,<p),  on  trouvera,  en  vertu 
de  l’équation  (oj  , * 


[G(c„<P,)  — + c,sin(pj  ; 

et  par  des  transformations  semblables  , on  trouvera 


G(c„  <p,)  = 


•+c, 


i • • * t 

+ c„sia  ç»J  , 

- c.F(c.,<pJ+c.sinipJ  , 

* 

î 


etc. 

Au  moyen  de  ces  équations  on  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G(c,<p)  en 


ÏT' 

« 
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fonction  des  quantités  G(e^,(p^)  , des  fonc- 
tions F(c^,(p^) , ^ et  de  quantités  algébriques- 

S apposons  qu"on  ait  calculé  la  suite  des  quantités 
G(c,(p),  G(c^,  (P,),  etc.,  jusqu’au  terme  G(Cj,  cpj)  corres- 
pondantau  modulée^  que  nous  regarderons  comme  as- 
sez petit  pour  être  négligé,  on  aura  V/i — Ci*sin*(Pi=i , 
et  par  suite  E(cj,(Pi)  = F(C|,Ç)j)  = / c/(p'  = O.  En*  nom- 
mant comme  précédemment  O la  limite  des  angles  (p, 
^/»  <P/,»  , on  aura  donc  alors  G;C„^i);=  o.-Si  l’on 

suppose  (p=  -7T , on  aura  = 2^-tt  , et  les  angles 

seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  F(c^,(pJ,  F(c,^,(pJ  etc.,  leurs  valeurs  en 
F(c,<p),  . 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(c) — F(c) , et  en 
observant  qu’on  a 

. Le,  • _ . Le 

“ > y»  “ •>  <»#/» 

. (1  + c/’  ' “ (• + 

on  en  conclura 

• ' • 

E(c)  = F(c)[i  ^ c,c„  +etc.)J 

Ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

+5^^/+  î^'A’+etc.)  , (Ç) 
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et  en  observant  qu’on  a F(c)  = K ? , on  aura , pour 

le  cas  des  fonctions  complètes , ’ 

$ 

■E(c)==KLÆ.  («,)■ 

Cette  formule  peut  s’appliquer  non-seulement  à 

des  valeurs  de  c plus  petites  que  i/ï' , mais  même  à 

des.valeurs  peu  différentès  de  l’unité  ; elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  l’on  peut  avoir  à calculer.  Cepen- 
dant , si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent,  par  rapport  anx  (onctions.de  seconde 
espèce , les  formules  relatives  à l’échelle  ascendante 

des  modules,  reprenons  l’équation  {pi)  y en  sùbsti- 

• ' • . 

tuant  pour  F(c,ç>)  sa  valeur  ellé  donne 

la  suivante  ; . . 

» ^ 

E(c,(p)=  c)E(c',<p')-^(i  — c)F(c',ç>')  — csin  ip, 

.•  m wT  • 

et  semblablement 

E(c',?>')  = (iH-c'jE(c",<p")-l-(i— c')F(c",(p")_c'sin(p', 
E(c^<p''>==(i-i-c'')E(c''',<p'';)-p(i-c'')F(c'",(p''')-c'y 

etc. 

Soient  E(c',(p'),  F{à,<p%  les  valeursdeE(c,(p),  F{c,<p) 
correspondantes  au  module  c'que  no'us  supposerons 
assez  voisin  de  l’unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série , ou'  aura 

I — ^c**sin*^'  = cos  (p*  J 

Tome  III. 


7 
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par  conséquent 

« * • » • I 

= y'co8(p^<i^*  :;=  sin 
F(c|,<p‘)=/’ ^ = log  tang  (45“  + 

Dans  Je  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 

^ ^ 7T  , et  calculer  les  angles  <^\  etc. , par  les 

équations  (f)  ; mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  les  quantités  algébriques  des  formules  pré- 

' ' . ' • .1 

cédenles.  On  ne  peut  supposer  non  plus 

parce  qu’alors  la  valeur  de  F(  (pj)  deviendrait  in- 
finie; mais  si  Ton  fait  z=z  - tt  ^ ce  qui  n’est  sujet 

à aucun  inconvénient , on  trouvera , en  remontant , 

<P 


.(P'=v-^ , 


cp=:  En  substituant  donc,  pour  F(c', 

F(c",  (p^')>  icurs  valeurs,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes  , en  observant  qu’on  à généralement 

< • I « 

ori  trouvera 

» 

\ TT//*’  . *’*'  . . \ 

E(<;,  (p)  = K (^^4-  -^  4-  — ^ + etc.) 

. 2*  . 2*  C*~* 


..  2 . < Z 

-f-  ^ sin  (p  — IP . 


K'  * 1 


Mais  l’équation  tang  ' — cp^)  =s  ^‘tang  dans 


l’hypothèse  de  (p^  * 


d'onae.  tang  (p<  = 
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d’oÜl’on  tiré  sîn  (p' == -7==^  = ' , _ I aux 

* T * f 3 ^ 

quantités  près  de  l’ordre.  (i')‘  que  l’on  peut  négliger, 
puisque  l’on  suppose  à trèÿ  peu  près  ç‘=i.  On  aura 


ainsi 


2 

K 


K'* 


* ^ ‘ . 2C‘T*  \ 

= — ' (z  ' ^ 

, K'  \ ^ I -f-  c‘“\  ' i4-cf^»y 

On  a d’ailleurs  . 

E(c,  (P  ) = 2'- 1)  = 2'-'E(c); 

En  faisant  donc 

L'=i  è*  4-  ^-f- 


b'b“  , b’b"lf  . , X 

■4  )• 

on  aura  ponr-le  cas  de  la  fonction  complète  : 


'.E(4=  log  fang  (45r  4-  i p').4-  ■ 

Cette  formule  s’applique  au  cas  où*  le  module  est 
peu  different  de  l’unitë  ; elle  suppose  seul^ent  que 
l’on  a pousse  la  série  des  modules  ‘ assez  loin  pour 
que  soit  une  quantité  négligeable,  cé  qui  permet 
de  faire  c*  ==  i . * ‘ • 

4 ^ 

La  suite  des  quantités  croissantes  c , c' , c^,  etc.  , 
dont  la  limite  est  l’unité  et  la  suite  de»  quantités  dé- 
croissantes c~,  etc.  * dont  la  limite  est  zéro  , 

n’en  forment  qu’une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qii’oii  peut  écrire  ainsi  . • - 

limite  o . . . . c] , c,  c',  c",  c"‘ . . . . limite  i. 

Cette  suite,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 

7-- 
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dans  les  deux  sens,  est  ce  qu’on  appelle  une  échelle 
des  modules,  et  l’on  voit  que  les  fondions  F(c,  (p) , 
Efc,  fflY.peuvent  être  transformées  en  une  inimité 
d’autres  fonctions  de  même  espèce , qui  auront  pour 
modules  les  différens  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a d’abord  été  découverte  par 
‘A  L«erange  ; la  loi  de  sa  formation  est  très  simple  ; 

' ; ?'mais  cette  loi  peut  varier;  et  par  conséquént  il  ^ut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange,  Le- 
gendre en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogues. 
Enfin , dans  ces  derniers  temps,  on  a démontre  qu  on 
pouvait  former  une  'infinité  d’échelles  de  modules , a 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonc- 
tion elliptique  en  d’autres  fonctions  de  même  espèce, 
dont  les  inodules  seront  tous  déterminables  par  des 
opérations,  algébriques.  La  démonstration  de  cette 

belle  propriété  des  fpncllous  elliptiques  fait  1 objet 
du  célèbre  théorème  dû  à M.  Jacobi,  dont  les  tra^ 
vaux,  ainsi  que  ceux  de  son  émule  l’ingénUux  Abel, 
trop  tôt  râvi  aux  sciences , ont  donné  tout  à coup  un 
uouvel  essor  à cette  branche  d’analyse  au  moment  où 
on  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherchés  de  ceux  qui , après  La- 
grange , se  sont. occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiqués,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions , qui  est  le  véritable 
but  que  l’on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo- 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d’échelles  de  modales 
dont  ils  ont  démontré  TexiSterTce , en  permettant.de 
yarier  à Tinfîni*  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions', a conduit  à la  découverte  d’un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s^est  enri- 
chie l’analyse  ; mais  relativement. à l’intégration  de  ces 
fonctions , elle  n’a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d’approximation  , sans 
conduire  à aucune  intégrale  nouvelle;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à former,  c’est  en  définitive  à 
celle-ci  qu’il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu’on 
voudra  calculer  numériquement  les.  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  ou  d’Astro- 
nomie.  Legendre  est  donc,  après  Lagrange,  celui  qui 
a rendu  le  plus  important  service  à cette  partie  du  cal- 
cul intégral  ; il  a fait  pour  les  fonctioqs  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trîgonoiiiétriques  ; il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  ort^peùt, 
dans  chaque  cas,  trouver  la  valeur  ifumérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  touto'lâ  précision  dési- 
rable , sans  être  obligé  pc)pr.j5êtte  recherche  à des 
calculs  laborieux.  Le  seg|ï]ruj:s^de  ces  tables  rend  l’em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d’une  application  aussi 
facile  qu^  celui  dés  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail  ,•  moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d’autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  niéiMter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres, par  les  soins  qu’il  a exigés  et  par  son  utilité. 


! 
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Nous  aurons  plusieurs  fois,  dans  la  suite  de  cel 

ouvrage,  l’occasion  d’en  faire  usage.  , > 

25.  Reprenons  les  valeurs  des  deux  quantités 

, » . . . • *- 
et  il',  qui  nous  restent  à déterminer.  D’après  la 

â" 

formule  (i)  on  aura 

d(p 


^(o)  ^ ^ 

k a i/i  — 


_ 1 

î ■ O i/i  — 


\/ 1 — 2acos^  -f- 
d<p  cos  (p 


^ 1 — 2«C08(p  q-tfS* 

Il  y a plusieurs  moyens  de  ramener  ceS  deux  in- 
tégrales à la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sin  ((p  -h  6)  = a sin  9 , d’où  l’on  tire 

cos((p  + 0)  =5  V^i  — : a*sin*9. 


Faisons  pour  abréger  A=  \/i  — a*sin*9,  ces  deux 
équations  donnent  en  difféi’entiant 

, c?6(<tcosô  — a) 

• •• 

4 

I 

En  vertu  des  mêmes  équations  on  a d’ailleurs 
cos  (p  zziasin*  0 4-  cos  0 A. 

et  par  suite 


\/ 1 — ^ 2a  cos  ^ -f-  a*  \/ a*  cos*  0 — ^ sa  cos  0 A + A* 

= acos0-^A. 

' ^ 

On  aura  dônc 

dp  ' . db  ' ! 


1 r- 


y/ 1 — 2fl*cos^  -f-  à 
dpco&p^ 

v/  1 — 2<«OOS^'-|- 


A " 

» ' • 

<2d(ctsin^  ô 4-  cos  6a) 
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Si  l’on  intègre  ces  deux  formules  en  observant  que 
a*sin*6=  I — A* , et  que  l’intégrale  / ^/6cosG  devant 
être  étendue  depuis  6 = o jusqu’à  ô =27r,  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites , les  expressions  de  h\  ^ et 

*A 

de  deviendront 

a 

M) 1 . 

I V J O ]/ 1 — «t*sm’ô  ^ 

d^\/i  — a*sin*G  — f • 

^ «ST  \J  O J O \/ 1 — a*siii‘e/ 

Désignons  par  F(a)  et  E(ot)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espece  relativ^  au  mo- 
dule CL,  c’est-à-dire  celles  qui  se  rapportent  à des 

intégrales  prises  entre  les  limites  G = o et  G ^ 


on  aura 


o 

\/i  — a*sin*9  = 4E(a). 


y'  I — sia'*  6 


Les  intégrales  indiquées  devant  s’étendre  depuis 
0 o jusqu’à  0 = 2^.  Ou  aura  donc  ainsi 

=.  lF(a),-  |;[F{«)— E(*)].  (i8) 

ï *■  9 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  lés  équations  (5) 
du  n“  19,  après  avoir  fait  s — j,  isso,  on  aura  pour 

déterminer  les  coefficiens  et 

r ■ /»)  ,y> 

, , icto,  — o 

,(.»)  4raE(«)— (I— «Wa)"!  aW_ î î_.  fio'l 

(T=:;ô*  ‘ J’  I > + ^ 


\ 


i 


. ^ 


i 
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• 3 . ^ ' 

et  en  faisant  ensuite  ^ = - dânsces  mêmes  formules, 

.2  ■ • 

on  en  déduira 

* . * • 


3(i 

à i_, 

3(1. — ^ 


3(1 


*) 


a\a 


(20) 


Ces  valeurs  ainsi  déterminées,  on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefïiciens  des  fonctions 

V~S  V'“’  etV'v 

Il  ne  s agira  plus  que  de  déterminer  les  quantités 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela,  si  Ton  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  , conformément  à ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroissans 

etc.,  jusqu  a ce  qu^on  soit  parvenu  à une 
valeur  peu  différente  de  zéro;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K et  L par  les  formules  (x)  et  (Ç)  n*  22,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  dans  les  fornr^ules 
(a>),  on  aura  les  valeurs  de  F (a)  et  E(a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyeu  des  tables  de  Legendre. 

Enfin,  si  Ton  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
5 \ du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

etc.,  de  celle  des  deux  quantités 

et  , dont  les  développeniens  en  série  sont  plus 
convergens,  on  aurait  : 


J 


V-'i 


O 

i f^^(I<P  COS<p\' 

TC  J O 


2<t  COS<P  -f-  et*  ^ 


I — aetcos^-f-  a*. 

I 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  très  simples, 
se  ramèneront  à la  forme  des  fonctions  elliptiques. 

Les  formules  précédentes  sont , à ce  qu’il  me 
semble  , les  plus  commodes  que  l’on  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des  premiers  coefficiens 

b'l\  etc.,  et  cette  manière  de  les  déterminer 

T â 

me  paraît  à la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  a est 
une  très  petite  quantité , en  sorte  que  la  quantité  i — et 
ne  diffère  que  très  peu  de  Tunité , et  l’on  n’a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu’un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  ct^,  etc.  , pour  arriver  à des  ré- 

sultats aussi  exacts  qu’on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i — a est  au  contraire  très  petite,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules;  mais 
le  nombre  qu’il  en  faut  calculer  n’est  jamais  bien  con- 
sidérable ; et  d’ailleurs  la, théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques offre  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir- 
constance même,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  plus  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à la  suite  ascendante 
des  modules  et  l’on  doit  remarquer  en  outre  qu’alors  et 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l’unité  , ce  cas  est 
celui  où  l’on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin,  comme,  nous  l’avons  dit,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  pourra  déterminer. par  leur  moyen  , pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(a)  et  E(a),  quel  que  soit  le  module  et. 
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et  les  valeurs  des  coefficieas  , èj' , s’en 

8 ‘ » - 8 8 

déduiront  par  les  formules  ( 1 8)  et  (19). 

Pour  appliquer  ce  procédé  à un  exemple  particu- 
lier , supposons  qu  il  s’agisse  de  développer  les  trois 

fonctions  (i — aacos^-f-a*)”  » , (i  — aacosa-f-^*)"  • et 

(i  — 2flt  cos  ^ -f-  a*)  ” • , relatives  à Faction  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas  . 

* 

, . t fit  = o,5455ioa4> 

0 * 

et  pafr  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à cette  valeur  du  module 

V 

F(ot)=  1,71235057;  F(a)z=  1, 44^^4251. 

•ri  " ' ' ' 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (18), 
donnent 

= 2.1 802534^  > 


5,  = 0. 62065500, 

% 

* % 
d'où  Fon  conclut 

‘ ] bf}  = 4 «55828700, 

4'^  = 5.18538554, 

8 « 

et  par  suite  ■ 
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*‘'’  = Kv— > 

En  difFérentîant  ces  valeurs  et  en  observant  qu’on  a 


£ ==  on  aura 


da 


1 


AK 


,(o 


d» 


et  pour  le  cas  lie  i = i 

-L 

da  ^ a'^  ' V' 

En  différentîant  de  nouveau  >'  on  trouvera  dans  le 


cas  même  où  z=i 

€?AC0 

r 

d'bf 

* 

da^ 

— a'S  • 

dm* 

d^A<0 

• 4 

1 

d’if 

dà^ 

“ ^4  • 

det^  ' 

et(^ 

D*ou  l’on  conclura  généralement 

I 

_ I 

^ ~da^  ^ 2?  • 


'mA(0 


d”b 


dm,'^  * 


Le  cas  ou  1 on  a a la  fois  m s=  i et  î i étant  seul 
excepté. 

-De  même  nous  avons  supposé 

• 3 

(a*  - taa'  tm  ^ + a'‘)~i-±  =i  BW  + B(0  cos  ^ + BW  co.  + etc., 

(a»-aaa'  cos.  + a'.)-l  = CW  + CW  cos,»  + CW  cos  a»  + elc., 
etc.; 
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' - S ï (®)  (')  <•>  ' 

(i — co$  ^ -4- pi*)  *=-^3+^3  caj^-4-i3  C08  -4- f te. , 

?»  * - » 

— * I (<*)  (')  (•> 

(i  — a<too8  ^ -4r«*)  * = -^^-4-^4  C08  ^ cosi^i4>etc. 

3 s » » 


On.  aura  dope  en  général 


B«=-Î3.3f  et  GO=J_  i,f. 

a 3 i ^'6  g.  f 


(0 


et  dans  le  cas  de  / = o, 

* • 0 

En  dilférentiant  successivement  ces  valeurs,  on  en 

conclura  généralement 
• * 


d”b 


♦v  N 


a" 


■ 1 * 


où 


il» 


da^ 

rf'"C(0 

da'^ 


^'3  • * 


dà 


rin  9 


. d'^bV 

I • 

ajn  a 


r»I* 


1 .• 


T»  1 • 1 ' t(o)  7(0  . 7(0)  7(0 

L emploi  des  quantités  O,  , , etc.,  ,63  , etc., 

ft  ft  ft  i* 

^^9  ^ l’avantage  d’introduire  de  runiformité 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à et  servent 
à la  fois  à la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  Il  con- 
viendra-donc  d’introduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
rences dans  le  développement  de  la  fonction  R , à 
la  place  des  quantités  A^®^,  A^'^,  etc. , etc. , 

(](o),  etc,  ^ et  dé  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a,  soit  à a! • Cette  opération  sera  facile,  au  moyen 


! 
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des  formules  précédentes , lorsque  les  différences  re- 
latives à a!  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à a par  les  formulés  du  n®  5a  du  livre  II,  quon 
peut  prolonger  aussi  loin  quon  voudrà,  c’est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n® '6  et'suivans.  On  peut 
d’ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives^ à en  fonction  des 

quantités  b^^\  etc. , bf,,  b^^\etc:^bf  ',  è^^^etc.y 

ü a â a 9 â 

et  de  leurs  différences  ; , on  les  ^obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiatioi^  successive  de  l’équa- 
tion (21).^ 

25.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons,  ramené  à 
la  forme  d’intégrales  définies  les  expressions  dès  di- 
vers coefficiens  du  développe rnent  dp  la  fonction 
(<2*  — 2aa'cos(p  -f-  s’appliquerait  de  même  au 

développement  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions' périodiques  de*  la  variable , du  moment 
qu’on  est  d’avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable'série.* 

S[les  intégrales  indiquées  peuvent  s’obtenir,  elles 
donneront,  sous  forme  finie,  l’expression  dés  coeffi- 
cietis  du  développement  de  la  fonction  proposée.  Si 
l’intégration  est  impossible  par  les  méthodes^  directes, 
comme  l’expression  de  chaque  coefficient  est  dbnrtéé 
sotis  la  fo^me  de  quadratures,  on; pourra  toujours  en 
déterminer  la  vaîeur^par  les  méthodes  d’approxima-^ 
tiortxônnues , aVec  tel  degré  d^exactitude  qu'on  vou- 
dra’. Dané  tous  les  cas^  c^ttb  expression  indiquerèt  les 
relations  quîÜent‘ee  coéfficiaif  ^ceux  qui  l'a  précè^ 
dedt,  et  ramènera , par  conséquent,  leur  délerwrinav* 
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tion  générale  à celle  d’un  petit  nombre  d’entre 
eux^ 

Cette  manière  de  former  le  développement  d’une 
fonction  peut  être  principalement  utile  quand  cha- 
cun de  ses  coelficiens  est  lui-même  exprimé  par  uiie 
série  infinie;  en  sorte  qu’on  ne  sauvait  avoir  sa  va- 
leur. exacte  par  aucune  autre  méthode.  C’est  aiiisi , 
par  exemple,  que  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  chacun  des  coefikiens  des  sénés,  qui  expri- 
ment le  rajon  vecteur  et  la  loUgitude  vraie  en  fono- 
tion  de  la  longitude  moyenne,  forme  une  suite  or»- 
donnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l’excentricité  de  l’orbite.  Lorsqu’on  veut  réduire  ces 
expressions  en  nombre,  il  est  donc  bon  d’avoir  le. 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  Iç  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
gligees. 

Mais  c’est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que'  l’emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d’une  grande  utilité,  car  les  coefficiens  des  diffé- 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice , en  sinus  et..cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  ^nt  également  des  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  indinaîsons 
n®  4 , si  l’on  parvenait  à évaluer  ces  coefficiens 
par  le  moyen  des  quadratures  paraboliques,’ non-seu- 
lement on  éviterait  les  "pénibles  calculs  qti’exige  Jé 
développement  de  cette  fonction,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  rêchérehe*deS  inégalités  planétaires, 
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à des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qu  on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires,  parce  qu’on  n’est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière né  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu’on  a cru  poüvoir  négliger. 

- On  a donc  dû  chercher  à étendre  la^niéthodé  pré- 
cédente au  cas  oii  la  fonction  qu’il  s’agit  de  dévelop- 
per renferme  à la' fois  deux  variables,' et  ou  la  série 
<jui  l’exprime  doit  être  utie  suite  de '"sinus  ej  de  co- 
sinus des  multiples  dé  ces  variables.*  Supposons,*  en 
général , la  fonction  R développée  en'  une  3uite  de 

*1 

' : ' f:'}  anvi 


termes  périodiques  de  la  forme 


Ki;/  cos  (i<p  — i'<p')  -f-  K'i^/  sin  (ip  — , 


dans  lesquels  ^ et  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice  / £.et  i'  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  lés  valeurs  positives  ou  négatives, 
y compris  zéro.  En  n’ay an t . égard  qu’à  ces  termes, 
bn  aura 

. R =s  K|/  cos  (ip  — if^-)  K',. l' sin  . 

♦ * 

• * ' I . 

à 

Si  l’on  multiplie  successivement;  par.  

ços  {i(p  -4-  d(p  d<p'  et  par  sin  (i/p  -|-r  i'p')  dp  dp/  les 
deux  membres  de  cette  équation,  et  qu’on  intègre 
entre  les  limites  o et  27,  il  ^st  aisé  de  voir  que 
tous  les  ternies  du  développement  de  R dépendant 
d’un  argument  différent  de  ip.  — i'p^  disparaîtront 
d’eux-^mêines  ; , eu  sorte  qu’on  aura 
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• « * *1  f M iMT^  • * » • ^ - 

.,.^'/.fr.,^JoJ'o.  Rco?X‘^  — iVMfrf'P',  , . i.  ,-. 

• ^ J t»  •*,  ».!..#  . 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis 
^ s=;  2»,  et  depuis^^sâ:  O jiisqii’à  . ' ;:ih  > 

Si  1 on  deSigti^^^cdinTïi^  *‘çW>Tà^*  lé'  faisons  ^ * par  F 
le  premier  terme  du  développement  dé  R',  ou  celui 
qui  répond  au  cas  où  Ton  fait  à là  fois  i ='o  et V=o, 
cette  forntuie  dévient  ; 


lies  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  mojen  d’inté- 
grales définies  doubles,  et  il , pe  .restera  plus  .qua 
chercher  les  n^éthodes  les. plus  simples,  pour  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible^  • 

Cette  manière  d’exprinaer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,^  n’est 
qu’une  extension  du  procédé  employé  par  D’Alembert 
pour  calculerjes  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expressionaje  Kj  *'  et  K'j  / à des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à ç et  M,. rois- 

son,  en  l’indiquant  pour  la  première . fois , conce- 
vait.en.  même  temps  l’espoir  que  par  quelque  anifîce 
d’analyse  on  parviendrait  à réduire  .intégrales 
doubles  à la  forme,  d’intégrales  simples;  mais.il  ne 
paraît  pas  qu’on,  y ait  réussi  jusqu’ici,  et  le  seul 
Tome  III.  8 ' 
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moyen  qui  se  présente  pour  les  calculer,  estdetendre 
à deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cette  méthode  consiste,  comme  oh  sait,  à re- 
garder l’intégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur, 
comme  l’aire  d’une  -portion  de  courbé  parabolique 
comprise  entre  des;‘limites  données,  et  à partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  .chacune  d’elles,  regardée  comme  un 
petit  trapèze  curviligne  sur  Tun  de  ses  cotés , puisse 
sé  déterminer,  aussi  exactement  qu’on  le  voudra , par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  : la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l’intégrale  cherchée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la*  fonction  qu’il  s’agit 
d’intégrer  comprend  deux  ou  un  plus  grand  ndmhre 
de  vbriables.' Soit , par  exemple,  fydxdz  une  inté- 
grale quelconque* dont  il  faut  trouvée  la  valeur  ap- 
prochée entre  des  limités  assignées  k'àcet  k z,  en  sup- 
posant uïie  fonction  connue  de  ces  deux*  variables  ; 
en  sorte  qu’on  ait  y = fonct.  (.r,  z).  On* pourra  re-  | 
garder  ÿ comme  l’une  des  trois  coordonnées  d’une 
surface  parabolique Mont  les’  deux  autres  "co'ordon- 
nées  'sont  ûc’  et  z ; et  la  quéstièn  cbnsistera , par 
conséquent à Cuber  lé ‘solide  compris  entré  Cette 
surface,  le  plan  des’xz,  et  les-plâns.  fnenés  paral- 
lèlement à oeùk  des  ay  ét  des  yz',  aüx  limites  des 
'coordonnées  X et‘Z>  Nous-  prendrons  pour  ces  li- 
mites O de  ==  a ef  Z O,  ^ c;=  ét  nbus 
supposerons  que  pourdeè  deux  premières  valeurs  de 
X et  de  Z on  ait  fydx  r/z  = o f ce  qui  est  permis, 
puisqu’on  peut  tbuj&urs  placer  l’originé  des  coordon- 
nées‘au  point  où  commence  le  solide  cherché  , et 
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£aire^  par  conséquent  ^vque  jri  et  'y  s’évanouissent  'en 
mé/ne  temps  que  l’intégrale  fy^xdz,  ► » 

Nous  supposerons  en  outre , conformément  à ce  qui 
a été  dit  u°  54i  livre  lll,  que  dans  l’intervalle  compris 
entre  les  limites  x =?:o  et  a:z=s:a,  2=o>et  zzzzb,  l’or- 
donnée reste  itoujours  de  meme  signes  de  manière 
que  le^solide  qu’on  veut  cuber  soit  compris  tout  en- 
tier du  même  côté  du  plan  des.xj*;  s’il  en.  était  au- 
trement, il  faudrait  .chercher  successivement  les  “dif- 
férentes parties  du’ solide  > situées  soit  au-dessus^  soit 
au-dessous  dj^plaii  desva^,  et  retrancher  la  sommé  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  un  sens  de  la  somme 
de  celles  qui  sont  comprises  dans  l’autre. 

Enfin,  nous  supposeronsque  dans  l’intervalle  cona- 
pris  entre  les  limites  assignées  à l’intégrale,  la  cour- 
bure^ de  la  surface  n’éprouve  aucune  variation  , de 
nature  à rendre  infini  l’un  des  qqefljciens  différen- 

Cela^posé,  divisops  etx  n parties  égales  Tu rt  des 
côtés  de  la  base  du  solide  que  nous. voulons  évaluer; 
soit  ^y'I’une  de  ces  parties , en  sorte  qu’on  ait  b 
Si  l’on  mène  par  chacun  des  points  de  division  des 
plans  parallèles  à celui  des  œj,  on  pourra  regarder  Je 
solide ‘cherché  compie  étan^  la  somme  de  tous  les  pe- 
tits solides^  curvilignes  dont  la  base  est  ù>'a.  Divisons 
■ de  même  le  côté  a en  m parties  égales , soit  a = ma>  ; 
par  chacun  des  points  de  division  menoùs  des  plans 
‘parallèles  a celui  àesyz  : il  est  évident  qu’on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  par  Tintégrale  fjdxdz 
comme  étant  là' somme  de  tous  les  ^tits  pàrallélépi- 

8„ 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commune  est  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z lors- 
qu’on y fera  simultanément  2 = 0 et  æ^o,  a:=za> , 
jc  = 2C0,  æ=:5cû,  etc.,  jusqu’à  x = (m — i)'ôo  ; puis 
Z = üû\  et  de  même  07  = o,  x = œ ^ x=  ico y etc. , 
jusqu’à  x = {m — et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
z=.(/z — et  x = OfX=ica,  etc.;  c’est-à-dire 
que  comme  noüs'avons  supposé ;y  = F(a?,  2),  si  l’ou 
désigne  généralement < par  ce  que  devient  y 

lorsqu’on  fait  simultanément  x = icà  , 'Z=:  les 

valeurs  successives  de^^  seront  ^ v 

Yo,o  F (o / o) , Y,jo  — F (4;,  Ym^,^o=F£(r?2— -i)<w,  0], 

Yo,i  =^F(o,ô»),  Y,^,' 3=  F(» , « Ym_i,i3=F[(m — 1)«,  «], 

Yo,a  **F(o,24» ),  Yi,»3i=F(4i,24» Y*i^i j»=F[|^m— ], 


Yo,  ==F[o;  ' Y,„„_,  =F(4», 

Y,^a_,  3=Fl(24»,(n— i)»^ . , . Ym_i,n-.i~F(m  i)«>,(re — 1)»]« 

^ ^ • • • 

• • ^ ^ I 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
„ , "telle  du  second  à ce>«t>'Y,^  o>  et  ainsi  de  suite; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  'solides , ou 
pour  la  première  Valeur  approchée' de  l’intégrale 
cherchée  : ' ’ • 

'fj{Ixdz:=Ci>Ct)\Y,]  ^ -f-Y O +Y*.  O •)  ' 

+4wû>'(Yo,  i +^i,  » ' ,) 

• • +y,:*V  ’+Y^ ■ 

■ -f-a>cê)'(Yo,  iH-Vi , ««i+Y,^ . . .+Y„'_,^ 

On  peut  encore , èn  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  ayons  décomppsé  l.ç 
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représenté  ^rfjrdxdzy  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  coco  , et  dont  la  hauteur  est 
la  valeur  que  prend  z lorsqu'on  y,  suppose  simultané- 
ment z = noù  et  xz=mcjû.,  x-=i[m  — \)cûy  etc.,  jus- 
qu a = et  ainsi  de  suite,. en  remontant  jusqu’à 
Z = ct)'  et  x^=  moû  , -.sr  = { w — -i)  = co*  Oii 

trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l’intégrale 
cherchée;  la  première  repiésentaitia  somme  des  pe- 
tits parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu’on  veut  éva- 
luer, là  seconde  ^ra  celle  des  petits  parallélépipèdes 
quî^y  sont 'circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi- 
somme  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
l’on. a de  la  meme  manière,  .en  ne  considérant  que 
lès  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 


= ««'(î Yo ,o  4-  Y -f  Y.,,. . . -f-  Y„_, „ + iY^ , 


••^(Yr.ix-f- Yg,i» -4*  Ys,,...-frY 


m,  n) 


— ••  (fYo,#-!-  Y,^«  4*  Y»,b...-|- Ym_,,  Fi-f“  îY„,a)  , 


on  trouvera  pour  Texpression  de  fydxdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente. 


,4-Y ,4-Y,_ , ..  .+Y»_,,  ,H- jY„^ 


' I î /■ 


• » ' 


lift  ANÂT.^IQÜE  ^ 

r.< Cette  -.formule  représentera'  d’autant  plus  exacte*^ 
ment  la  valeur  de  l’intégrale  fjdûodz  \ que  le  nombre 
des  parties  dans  lesquelles^  on  aura  divisé  a et  h sera 
plus  considérable-,  puisqu’il  est  évident  qû’en  multi-^ 
pliant  le  * nombre  des  parallélépipèdes  élémentaires 
leur  somme  approchera  davantage  du  solide^cherché. 
Oii  a donc  ainsi' un  moyen  de  calculer  l’intégrale 
fj'dxdz  avec  toute  la, précision  qu’on  pourra  désirer; 
on  pourrait  d’ailleurs  déterminer  analytiquement  la 
correction  qu’on  ’ doit  appliquer  à la  formule  pré- 
cédenSlèV^P^'^'’  avoir  une  valeur  plus  exacte  ’ded’in- 
tégrale  qu’elle  représente;  mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée,  et  qu’ôn.en  fe- 
rait bien  rarement  * usage  .dans  la  pratique^,  nous  ne 
nous  y arrêleronsipas  ici.  .•  ‘ I 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules  ' 


K./  = ri:  H’  f ‘^Kcos(_i(p  — f<p')d<pd(i>', 

• ^ , J O J P , * î 

K',/  .r  R «« ,(  i<p-  'Y) 

où  les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ÿ 
et  (p^égaiix  a zéro , jusqu’à  (p  et  (p'  égaux  à aTr. 

^ \ Si  l’cAi  suppose  * •- 

^ J H TT  * 

^ J i-.y  , - Rcos , 

, , B f f ^K^ïni(p'smf(p'd(pd<p\ 

6 ,J  O • 

I • - . Q r Ttsin  i(pcosi'(pV<p^f(p' , 

■ . 2ît“  J O J O 

D ==  -~  Kcosi<psmi'<p'dçd<p'^ 

J O */  O 


M 
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Les  intégrales  étant  prises  dans  les  memes  limites 
que  les  précédentes,  il  est  clair  qu’on  aura  K|  j'=  A-|-B 
et  K\  i'  = C — D ; qn  par  OQoséqncnt  \ps  valeui^ 
de  K|  / et  de  K', dès  qu’on  connaîtra  celles  de  A , B, 
C et  D.  Occupons-nous  doue  de  calculer  ces  quatre 
quantités.. 

Commençons  par  la  première.  Si  l’on  veut  com- 
parer son  expression  à celle  de  l’intégrale  générale 
fjrdxdz , il  faudra'  supposer  ^ = a: , =c  z et 
^ = z)  = R cos  î^cosi'^'.  Les  întégrales/rela- 

lives  à ^ et  (p'  devant  être  prises  depuis  ^:^,o  jusqu’à 
<p  r±z  artr,  et  depuis  o jusqu’à  (p'==  27T  , si  l’on, 
suppose  la  circonférence  entière  divisée  en  m parties 

• • . \ ' * è . f * 

égales,  qu  on  substitue  successivement  ^ = 


m 


2 . (p  z=  5 . etc. , à la  place  de  _<p  dans 


m 


m 


R ; qu’on  suppose  ensuite'  la  circonférence  divisée  en  n 
parties  égales,  qu’on  fasse  suc^sivement  <p' 

. , ■ - * ' • • . * l '* 

—,  —,  etc.,  dans  R,  et  qu’on  désigne 

« 

en  général  par  Rx,x'  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à la  supposition  que  l’oU  a simultanément 

^s=;A‘.  — et  cp'.czs  A' . d «près,  les  notations 

précédemment  adoptées^  on  aura  généralement 

f * ,>.  * ^ * • ' 

i 

• ¥x.  X'  — Rx, ,/  cos  cos  (j'A' 


La  formule  (A),  en  y supposant  ^>  = et 
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û)'  = , et  en  faisant’  pôur  abréger  ot^i  et 

==  i'  ^ f donnera  donc  aîhsi  ; ' " " * ‘ ^ 

"•  GV'”  » +K.,o'W  »«•••+  jR„,.  c<«  ««.■) 

"**  .coi*  . o-^-Sj^cosA-f-Bg^jCosart. . •+ -R,p^,  cos  mtt\ 

' k '.i;  * , 

^ 'mn  ® +^i,â  C®*  a*. . . •+•  ^ '”*) 

..  SS é 

• - ^ 

Pour  faire  usage  de  cette  formule , on  commencera 

donc  par  calculer  les  quantités  Ri,.©,,  etc.,  en- 

• * ^ i 

suite  on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

^ “ 

^ — â ^0,0  O + O ^a,  O ^ 

" Ro  1 O -f-  R cos  ^ •+.  ft  cos  aeu  - R 

‘ îl  * *»»  3ji  2 m^i 


C08 


■ P»  = P Ro,  n ® + R ,,n  C®*  » Ra,  „ ‘=®*  ^ R^  n ®®«  î 

et  Ton  aura  enfin  cefte  expression  très  simple , 

A=  Q P'  cos  O + P'  cos  a!-¥  P^cos  a*'.  . ■+.-?'  cos  /7«t^.  (B) 

En  cbangéant  dans  les  expressions  de  P'*,  F,  ^ etc., 
et  dans  celle  de  A les  cosinus  en  sinus,  on  aura  la 

^ V 

valeur  de  l’intégrale  que  nous  avons  représentée 
par  B,  et  l’on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C et  D. 

Si  l’on  nomme,  P le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R , on  aura 


r^‘  r\  iM(pd<p', 

J O J O 
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• Ce  tenne  répond  à la  supposition  de  et  Ü:=s:o , 
ce  qui  donrte  A.=to  æ'=o.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette'  intégrale  . 

En  faisant,  pour  abréger,  , , . 

• » 

= “ R.,0  + Ri,o  H-  R»'o*  • • +*  “ 


= - ^0,n  + R|,«  + R*,.  • • ^ 


La  valeur  de  F ainsi  calculée  est  celle  qu’il  faudra 
substituer  dans  les  équations  difierentielles  qui  dé* 
terminent  la  partie  séculaire  de  la  variation  des  élé» 
inens  des  orbites  planétaires.  ' ' . 

On  voit  donc  qü41  sera  toujours  ûicîle  de  déter- 
niinef  par  une  suite  d’opérations  très  simples  les 
coefficiens  de  l’un  quelconque  des  termes  du  déve^ 
loppemeiit  de  la  fonction  perturbatrice,  du  moment 
que  l’on  aura  calculé  ta  suite  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  Ro,t>>  Ro,i  > etc. 

11  nous  reste  à montrer  comment  se  calculeront 
ces^  quantités.  ' 

> * I ' • 

Or,  R étant  la  fonction  qui  représente  l’action  ré^ 
ciproque  de  deux  planètes  m et  m!,  on  a ^ 

^^''\rXr'-hzz'\ 

. r3  "/ 


R==mY-^-=p= 

\ l/fj:  — - 
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m'v 


Comme  la  partie  — • ? ’ est 

. ; . V/  {•T'~  {y^JÏ"  4r  (/t-  z)» 

commune  aux  deux  planètes  y et  quelle  est  celle  qui 
entraine  les  plus  longs  calculs , il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément , et  de  diviser  ainsi  la  fonction  R en 
deux  parties.  En  n’ajant  égard  qu’à  la  première , et 
nommant  f la  distance  des  ^eux  planètes,  on  aura 

R=y,f  et  par  Je  n®  I , ^ ^ < 

==“ ‘r*  4-  r*  2rr' cos*  î ^ C08  (/ — if) 

— arr' sin* -J  ^ cos  (p' + i^); 


r et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m et  de  mVdans 
leurs  orbites  elliptiques,  if  et  les  longitudes  vraies 
comptées  de 'la  commune^  interaction  de  ces  or- 
bites. V ' . .. 

r 

Nous  avons  nommé  préçédeipment^^  et  <p'  les  ano- 
malies moyennes  de  m et  de  m',  et  nous  avons  choisi 
ces<lenx  variables  pour  les  abscisses  du  solide  parabo- 
lique dont  F (^Çi,  ç')  représentait  lordonnée*  Si  Fon 
suppose  donc  qu’on  remplace  dans  l’expressloo  pré- 
cédente r,.  r\  par  JLeprs  valeurs  en  fonction 

des  anomalies  moyennes* des  deyx  pliâtes,  on  aura 


F ((P,  (P')  = 


m' 

Piiy  <P')  ' 


et  il  faudra  commencer  par  cal- 


culer  les  diverses  valeurs  de  f(<p,  ^')  qui  (^rrespon 
dent  aux 
(p  et  à 

Pour  cela,  on  calculera  d’abord  les  valeur^  du 
rayon  vecteur  r et  de  la  longitude  if^  de  la  planète  m 
correspondantes  aux  valeurs  successives  de  l’anomalie 


valeurs  successives  qu’on  peut  donne;*  a 

^ f * 


I 
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moyenne  ^ ==  o-,  ^ , <ps=  3 — ',  etc'.';  on  cal- 

culera  de  même  les  valeurs  de  r'  et  de  </  cor- 

• , • **  k 

respondantes  aux  valeurs  de  Tanomalie  moyenne 


^'  = 0,  (p'=  — , <p'=T2  — , etc.,  et  Ton  formera 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 
tre  eux  leà  résultats  de  ce  tableau , de  manière  a for- 
mer  les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  par  f A et  A'  pouvant 


prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o et  m,  et  pour  la  seconde,  entre 
O et  n.  Ces  combinaisons  seront  au  nombre  de  ttzXu, 
ainsi  que  les  quantités  à former.  Ces  valeurs  calculées, 


on  en  déduira  généralement  k' 


les  fdrmiiles  '(B)  et  (C)  donneront  ensuite  les  va-» 
leurs  des  intégrales  cherchées.*  . ^ * 

Tout  ce  qui  précède  sapjdiquemit  de  même  éyi-r 
demment  au  calctd  de  rintégrale  Jjdpd^^  résultant 
de  la  deuxième  partie  de  la  fonction  R : on  observera 
seulement  que  cette  partie  ne  produisant  aucun  vterme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de  F 
n’en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu’on  aura  effectué , par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  eu  série  de 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^ et  de  <p',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d’eii  déduire  le  développement 
de  en  fonction  des  longitudes  tnoyennes  nt  -4-  i et 
n't  ■+■  é',  de  m et  de  m',  c’est-à-dire  ^us  ta  forme  oit 
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cette  quaptîtë  est  ordinairemeut  employée,  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires.  Ën  effet , <p 
et  (p'  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  m\  on  aura 

. « • 

^ + € — û?  et  ^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R , et  en  faisant 

é f . * * 

==  m'P  sm  (iWt  — int  -f-  /'s'  — u) 

mT'  cos  (i'n't  ^ mi  + iU'  — û) , - 

•...,,  . = • . . • ...  . • ■ 

on  aura  . • 

m'P  ^ K^y  siu  (i'û?'  — ico)  — R'^ çoa  (i%'  — ^ /û>)  , 
m'P^=  Kt/  cos(iW  — /û>)  -f  KVy  sin  — /«). 

On  pourrait  encore,  à la  place  de  cp  et  de‘^',  em- 
ployer toute  autre  variable  que  Ton  Voudra  pour  le 
calcul  des  coefHciens  du  développement  de  R,  il  suf- 
fira de  substituer  à la  place  de  (p  et  de  <p',  dans  les 
expressions  de  K,  / et  leurs  valeurs  en  fonction  de 

ces  nouvelles  variables.  Par  exemple  > si  l’on  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u et  U^,  d’a- 
près les  formules  du  mouvement  elliptique^  on 

aura  • ^ • . * 

» 

(p  = a — e sin  u,  — e'  sin  u'  ; 

^ * * 

d’où  l’on  tire  - ^ * i 

d<p  = du(^i  — e cos  w),  dç'  = dd{i  — d cos  w'). 

t 

Les  angles,  n et  i/  ayant  d’ailleurs  ies  mêmes  limites 
que  les  angles  <p  et  (p\  on  aura  donc 
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K/,^= — r/  I Rcof[/(u-«inu)-«'fu'-c'siQu')](i-eco8u)(i-e'cQfu')<i«<fu', 

• ^ Ji  • . m 

, /^ajr/^ajr 

et  pour  le  cas  où  Uon  a ic=o , i'=ïo, 

F=  ^ R(  I — ^ cos  w)  (i  — e'  cos  w')  du  du'. 

# 

On  réduira  les  co.efEciens  de  sous  le  signe  inté- 
gral J en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
.et  dey,  et  Ton  elBfectuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives à u et  à 2^^  .vis 

Pour  cela,  il  faut  supposer  R exprimé. en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u et  u'y  en  développant 
ensuite  R en. série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

. . , O . J 

R = 2 J/  cos  [iü  — i'ù*)  -j-  2B<  / sin  [iu  — i'u*) , ' ’ 

i et  i'  étant  des,  nombres  entiers  positifs  ^ négatifs  bu 
zéro  ; on  aura  généralement, 

’a/ / = — r^r'^KcdsXiu — i'u')dudûC‘^  ' 

B, R sin  {iu  — i'u!y]dMé^, 
et  en  particnlier,  fix  - . ^ 

Il  est  aisé  de  voir  cjue  tous  les  termes  des  valeurs  de  K.' / 
et  K'i/  pourront  s’exprimer  au  moyen  des  quantités 
A<y  et  Bj^/>,  supposées  calculées  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  i et  de  et  sans  qu’il  soit  besoin  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à ces  dernières  quantités, 
on  les  calculera  par  la  méthode  exposée  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles,  après  qu’on  aura  exprimé 
les  variables  qui'  entrent  dans  l’expression  de  R en 
fonction  des  anomalies  excentriques  u et  u' . Mais, 
comtne  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  K|  / et  K',  / èxprimés  eti  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  à l’inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m et  de  m',  comme  ôn  les  obtient  par 
les  méthodes  orxiinaires. 

’ Cependant  l’expression  dé  la  fonction’  R en  série 
de -sinus  et  de  cosinus  des  multiples'  de  w et  de  u', 
jouit  d’une  propriété  particulière  très  remarquable, 
c’est  qu’on  jjeut  en  déduire  immédialemeut  les  valeurs 
des  intégrales  des  autres  diffé- 

rences pàttielles  de  *1  a ' fonction  /'Rdi  qui  entrent 
dans  les  expressions  des’ variations  des  élémens  de 
l’orbite  de  /w,  développées  en  séries  semblables, 
sans'  être  obligé  de  substituer  les  «valeurs  de  u et  u! 
en  fonction  du  temps  t avant  les  intégrations.  En 
effet,  soit  ^ 


2 / cos  (iu — i'u')  -1-  / sih’  ' f u') , 

A 

/et  supposons  y comme,  précédemment , 


■ çps  (i‘«  777 iV)  +.2B<j<sio  (iu  -7-  W 

Si'Fotr  differentie  par  rapport  à m cette  dernière 
équation)  qu’on  dif^rentie^'  par^  rapport' aux  varia- 
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blés  U et  u! ^ la  prémière,  et  qu’ensuite  on  ocanpare 
séparément , dans  jes  équations  résultantes  y les  ter- 
mes affectés  de  sinus  et  de  Cosim^  des  muHiples  de  u 
et  u! y en  observant  qu’on  a 


du’=.  — 


ndt 


I — € cos  u 


diil^ 


h'di  ' 


î — e^Cùsu'  * 


li') 


on  trouvera  les  deux  équations  suivantes  : 

2Ai,/sin(/u-t'  u') — — — =rA',/8in(m-i'  u'){ — ) 

1 — ecoSM  , . t I -enosu  , i — e cosu  / f 

/ f'  'f  \ 

:XB  i/co«(ïM-ï  If  X' ; ? V 1 

\i-ecosu  i-ecosu  / ) 


l-ecosu 


Considérons  d’abord  la  première.  Si  l’on  multiplie 
les  deux  membres  par  ( i — e cos  «)  ( i — e'  cos  u') , 
on  aura  ..  . . . j 


J 


«2  l'A/, / ôin  {iu  —.1*' u')  — neliki,  f' sin  (/«  --  i'u) cos  . j . 
n')  n (f  u — ^ w')— ne^Zi  A'i,i‘'giu(itt— u')cosw'  j"  ; (c) 

-h  ne2i'A'i,^sin (lu-.— cos «.  » 


Mais  on  a identiquement  ’ ’ " ' . . r* 

' " ‘ ' ' i ' a \ 

2A'i,  i' sin  (lu  — i'//)cosu  = ^2A'£,/ sin  [(i-f-iju  — l'^u']  ’ 

-f  ^SA^ /sin[(i-- 1 )u— i'u']=i 2(A'i_, i')8m(iM-l-t'u') , 

et  de  même  , . ' ,l  ? .. 


* .1 


2 Ai,/ sin  (lu  — i u')  cos  u'  = ^2  (Aj,i'_,  -f  Ai/^,)  sin  (lu-r^  i'^ u') , 
2A'i/sin  (iM  — 19)  cos  u'  n=  ‘X  (A^i/_,  -f-  A'i;/4.,)  sin  ^lu — fu'y . 

L’équation  (e)^  en  y substituant  oes-  valeurs  > et*  en 
oôhi parant  leS  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres^ donnera  ainsi' ^ • ' > • • • • • " • ' 

(Jtn-i’nik'ù- i«e'(A  V-.  ^ÀVh-.)+/»'^aC 
= inAi,/--Jinc'(Ai,i'_,-f  ig) 
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i 

• 

1 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiate- 
ment le  premier  terme  du  développement  de  et 

Ton  en  déduira  successivement  autant  de  termès  de 

<.  * 

cette  série  qu’on  voudra^  au  moyen  des  équations 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  va- 
leur en  série  du  coefficient  La  valeur  de  l’inté- 
grale f d'K  étant  ainsi  complètement  déterminée,  on 
en  déduira  celle  de  l’intégrale  fdtfd'^f  en  substituant, 
dans  l’équation  (^),y<c/'R  à la. place  de  R.  On  pour- 
rait étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux  intégrales  plus  générales  fl^dt,  J/l^dt*^  et  l’on 
en  déduirait,  par  la  différentiation,  les  différences 
partielles  de  fh.dt  , par  rapport  aux  él^mens  de  l’or- 
bite de,  m,  qui  entrent  dans  les  formules  qui  déter- 
minent leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsi  les 
variations  finies  de  ces.élémens,  sans  être  obligé, 
pour  effectuer  les  intégrations,  de.  rédùîre  la  fonc- 
tion perturbatrice  à ne  renfermer  explicitement 
qu’une  seule  variable  ; mais  cet  avantage  paraîtra 
biep  faible,  si  l’on  observe  que  les  élémens  de  l’or- 
Tome  III.  9 
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Lite  trôublëe  se  trouveront  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u ét  u',  ' et 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
* la  formé  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  multiples  des  longitudes  moyennés  rU+6, 
Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
K,  fKdtf  etc*,  Tie  nous  parait  donc  qu’un  point 
curieux  d’analyse  ; elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l’avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention , et  qu’il  nous  semblait  utile  d’en  Signaler  les 
inconvéniens.  , ‘ * 

Au  reste,  ce  que  nous  avons  dit  précédemment 
suflira,  dans  tous  les  cas,  pour  obtenir  d’une  ma- 
nière très  approchée  les  valeurs  des  coefliciens  ' de 
la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice , toutes  les  fois  que  i et  f ne  seront  pas 
de  trop  grands  nombres;' car  on  voit,  d’après  les  ta- 
lèurs  de  P'o,  P', , P'»,  etc.  (u®  aS),  qu’on  sera  obligé 
de  resserrer  de  plus  en  plus  les  ordonnées  du  cube  pa- 
rabolique à mesure  qu’on  considérera  des  inégalités 
dépendantes  de  multiples  plus  élevés  des  anomalies 
moyennes  des  deux  planètes,  pour  que  les  termes 
dont  ces  quantités  se  composent  ne  changent  pas  trop 
souvent  de  signe ,'  ce  qui  nuirait  à leur  exactitude. 
Il  pourra  donc  arriver  que  les  calculs  deviennent 
impossibles  par  leur  multiplicité , et  l’on  sera  obligé 
alors  de  rertoncer  aux  avantages  qu’offrç,  sous  d’autres 
rappris,  l’emploi  de  cette  méthode.  Mais  nous 
revienditins  sur  Cet  -objet  lorsque  nous  nous  oc- 


ê 
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cuperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques,  des  inégalités  planétaires , Cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long  - temps 
du  sujet  principal  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment. 
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CHAPITRÉ  III. 


* Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  ^ 

27 . Nous  avons  divisé,  dans  le  livre  II , les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  leur  action  réciproque , 
en  deux  espèces  distinctes,  les  unes  séculaires , les 
autres  pério(iiques.  Dans  le  chapitre  VIII  du  même 
livre  y nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  dés  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d’une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y a deux  éléraens 
à considérer,  le  coefficient  et  largumenl  ; le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l’inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  perturbatrice,  qui  dépendent  du  carré  et  des 
puissances  supéneures  dcs  excentricités  et  des  incli- 
naisons, étant  en  général  insensibles,  ils  ne  peuvent 
produire  d’inégalité  considérable  dans  le  mouvement 
d’une  planète  ,«que  par  les  petits  diviseurs  que  l’inté- 
gration leur  fait  acquérir.  n°  69,  livre.  II.  La  gran-> 
deur  de  chaque  inégalité  dépend  donc  noir-seulement 
de  l’ordre  de  termes  auxquels  elle  appartient , -mais 
encore  des’ modifications  que  des  termes  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  auxquels  elle  correspond , subis- 
sent dans  les  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Si  le  coefïicient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  a une  valeur  considérable  , 
l’argument  prendra  des  accroissemens  rapides , *.la 
période  de  l’inégalité  sera,  courte,  efsa  grandeur 
dépendra  uniquement  de*  l’ordre  auquel  elle  appar- 
tient, relativement -aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites.  Dans  la  théorie  dés  planètes 
principales,' on  ne  porte  ordinairement  l’approxima- 
tion, relativement  à ces  inégalités,  que  jusqu’aux 
termes  qui  sont  du  premier  ordre. par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis- 
sance des  masses  perturbatrices.  Cette  approximation 
suffît;  et  d’ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
manifestent  promptement  aux  regards  de  l’observa- 
teur, il  n’est  pas'à  craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. - 

Si  au  contraire  de  coeffîcient  du  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  est' une  très  petite  quantité^ 
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rargûiiient  croit  alors  avec  une  grande  lenteur,'  la 
période  de  l’inégalité  est  très  longue,  et  pendant 
long  - temps  on  peut  regarder  ses  accroissemens 
comme  proportionnels  au  temps.  Ce  n’est  donc  que 
par  la  comparaison  d’observations  très  éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  devenir  sensibles  ; et 
elles  ont,  comme  on  voit,  tous  les*  caractères  de 
véritables  inégalités  séculaires.  On  les  a nommées 
inégalités  à longue  période ^ et  leur  théorie  est  d’au- 
tant plus  importante  dans  l’exposition  analytique  du 
système  du  monde,  qu’après  avoir  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle,  elles  en  sont-  devenues  une 
des  preuves  les  plus  convaincantes  depuis  qu’on  en  a 
reconnu  les  véritables  causes. 

C’est  à Laplace  qu’on  doit  cette  découverte.  Les  ob- 
servations anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qu’on  avait  en  vain  cherché 
à expliquer  par  la  théorie , parce  qü’on  ne  supposait 
pas  qu’il  pût  exister  dans  le  mouvement  des  planètes 
aucune  inégalité  sensible  parmi  les  termes  dépendons 
des  puissances  des  excentricités  supérieures  à la  pre- 
mière. Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  con- 
traires, en  sorte  que  si,  par  leur  effet,  le  moyen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s’accélérer,  le  moyen 
mouvement  de  Saturne,  au  contraire,  paraît  être  re- 
tardé, et  vice  versâ.  Enfin , Laplace  remarqua  en- 
core que  l’accélérai  ion  du  moyen  mouvement  de  la 
première  dexes  planètes,  déterminé  [)ar  Halley,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde, 
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^ues  périodes;  elles  seront  d autant  plus  sensibles^’ 
que  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l’une  sur  l’autre,  approcheront  davantage 
detre  commensurables;  et  l’on  voit  que  plus  elles 
croîtront  avec  lenteur,  plus,  toutes  choses  égales  d’ail- 
leurs, elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités,  les  plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  à causé  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens;  et  , par  cette  raison,  on  a été  forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l’approximation  jusqu’aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons , et 
jusqu  aux  termes  dépendans  du  carre  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu’on  a ainsi  obtenus  représen- 
tent les  observations  avec  une  grande  précision.  Une 
i^l^^^lite  a longue  période  existe  encore  dans  le  mouve- 
ment de  la  planète  Uranus;  une  autre, mais  beaucoup 
moins  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure  ; en- 
fin, on  a découvert,  dans  ces  derniers  temps,  dans 
le  mouvement  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce,. dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
vrai , puisqu’il  tie  s’élève  guère  qu’a  deux  secondes, 
mais  que  cependant  les  observations  modernes  ren- 
dent sensible,  et  quii  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à la  construction  des  ta- 
bles du  Soleil. 

• * * . . 

La  théorie  des  inégalités  à longue  période  va  par- 
ticulièrement tious  occuper  dans  ce  chapitre.  Nous 
déterminerons  celles  du.  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude^  qui  dépèndent  d’une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  méthode  fondée  sur  l’intégration  directe  des  équa- 
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lions  différentielles  du  mouvement  troublé,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  Tavons  fait  dans  le  livre  II,  nous 
montrerons  l’accord  parfait  de  ces  deux  méthodes , 
et  nous  indîquèrons  les  avantages  particuliers  à cha- 
cune d’elles.  ' ; \ 

Dans  l’un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres  , en  y substituant  lés  va- 
leurs relatives  à chaque  , planète.  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  l’apparition  de  la  Mécanique  cé^- 
leste;  cependant  il  n’avait  point  encore  atteint  toute 
la  peiffection  désirable  : de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  hunié- 
riques  ont^  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage'.  J’ai  donc  pensé  qu’il  serait  utile  de  re- 
vendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des*  inégalités  planétaires,  pour  ' présèn ter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets^ et  les'^pl'^,^  exacts  qu’on  ait'  obtenus  jusqu’à' 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  là  base. 

28.  Reprenons  la^ formule  (5)  du  n®  89  du  livre  II  i. 

^ » 

d^,rir  fc.rir  \ 

■ + — -2/rfR-r(5;r,)  = o.  (i) 


' Si  l’on  suppose,  comme  dans  le  n*  /fi,  r==  a(i-f- w), 
et  qu’on  observe  que  parles  formules  du  mouvefnent 
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elliptiqué  on  a on  aura  ■ ’ ' 

* ^ * 

i5M<-aiu*4<to-X 

• . 

OU  bien 

/}*r<fr — a/i»<Tr  f3u  — 3u*+  4“*— 9b*+jèIc).' 
• « 

En  faisant  donc,  pour  abréger, 

« * * 

P==:5w — 5m*+4*^* — — ^u^-\~Su' — 9«*+etc*; 

« 

» • 

réquation  (i)  deviendra 

^^^-f-nVcTr — fln*^FcTr-^  ayÿ'R  — r^=o.  (a) 

D’après  l’expression  du  rayon  vecteur,  m,  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l’ordre^  des  ex- 
centricités^ il  suffira  donc , dans  lequatiop  précé- 
dente , de  substituer  pour  çTr,  dans  les  termes  multi- 
pliés par  F,  la  valeur  de  cette  quantité  ri^iltante  des 
approximations  qui  précèdent  celle  que  Ton  consi- 
dère. Si  donc  on  substitue  pour  u sa  valeur  dans  F, 
et  pour  r les  valeur^  résultantes  des  premières  ap- 
proximations > et  qu’on  fasse , pour  abréger  , 

' ' P = . F/r  4-  2/y'R  4- r ^ , \ 

on  pourra  regarder’P  comme  développé  en  une  suite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 

perturbatrice.  Soit  donc  (/3<  4-  f)  l’un. quelcon- 
que des  termes  de  cettè  suite-;  en  n’ayant  égard  qu’à 
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ce  terme , on  aurt 


1Î9 


d^.rh' 


+ nVrJ'r  — Q Œt+f)=o  ; 


dt*  ' ~ COS 

et  Ton  satisfera  à cette  équation  en  faisant 

Q 


rcTr  = 


sin 


(fit  + f). 


n*  — /S*  C08 

On  déterminerait  de  la  même  manière  chacun  des 
termes  de  la  valeur  de  rj^r  correspondant  .au  terme 
que  l’on  aura  considéré  dans  la  fonction  P ; et 
d’après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  formerâ  la  valeur  complète  ^e  . 
la  quantité  rj^r. 

Cela  posé,  considérons  dans  R un  térrhe  de  la 
forme: 

. % * * ' » ^ • 

m'k  cos  [i  (n't  — nt^e^  — e)  -f«  Ze  . 

En  observant  que  = > ““  4 > 


lativement  à ce  terme  : 


. > 


et  si  l’on  observe  qu’en  faisant  /a  = i,  ce  qui  revient, 
à prendre  pour  unité  de  ma^e  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,  on  a = i , il  est  ' 
aisé  de  voir  qu’il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 


, le  terme  suivant  : 

a*  ' 
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dent  du  temps , sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées,  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité ; elles  mettent , en  général , plusieurs  siècles  à pas- 
ser de  leur  maximum  au  minimum  de  leurs  valeurs, 
et,  par  cette  raison,  on  les  a nommées,  comme  nous 
l’avons  dit , inégalités  à longue  période. 

On  voit',  par  ce  qui  précède,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc,  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d’une  planète , on  commencera  par  former  les  trois 
quantités  i (ré  — nj  + (/  — \)  n,  i'{n‘  — tz)  -f  /«  , 
— ^)  + (^+  lesquelles  l sera  l’expo- 

sant de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s est  arrête  ^n®  4)  > ^ pourra 

prendre  toutes  lesvalëurs  positives  et  négatives  pos- 
sibles, depuis  zéro  jusqu’à  l’infini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en- est  qui  rendent  l’une  des  trois  quantités 
précédentes  très  petite',  on  considérera  dans  R le 
terme  qui* leur  correspond,  et  l’on  déterminera  par 
la  formule  (5)  l’inégalité  qui  en  résulte  dans  l’ex- 
pression du  rayon  vecteur;  on  reunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  qu’on  déterminera 
de  la  manière  suivante  : 


» Vi 


Nous  avons  supposé 
F = — -f- 

— çtc. 

On  a (n®  3) 


r \ 


' r.  . ^ , 


+ 7^* 
'V  -4*- 


I 
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«=^e» — ^4-f-etc*^  co8a(nï4*»*«) 
— ^gC*"4-cte*^cp83(n«+*-«)— ^e<co34{«t+«-û»)— î~cD85(/ïf-f*»— «) 


-4-feic.î 

d’où  l’on  conclura 

n ' t 

F =S  3 ^c-f» I c>—  ||«Q  CO»  («t  -f  * a»)  + 3e»  cos  a(/i<  + g — « ) 

— |«*.^cot3  (ut  8 8»)  4-  ^ c4  C08  4 (nt  -f.  » — ») 

' nn3  f * 

* 4*  ^ e»  cos  5^(rtf  4.  « — a»)  4- etc.). 

. * V • • 

Soit  niaintenanf  ' 

s 

« / 

G cos  \i{n*t  — «<-+-€'  — 'i.)  + gnt  gg  -[- 

l’un  des  termes  d^  la  valeur  de  ~ dépendant  des 

puissances  dès  excentricités  et  des  inclinaisons  d’un 
ordre  inférieur  à celui  que  l’on  considère,  et  déjà  dé* 
terminé  par  les  approximations  précédentes.  En  com- 
binant cette  valeur  avec  la  précédente , il  en  résul- 
tera dans  la  fonction  dn*.FJ^r  des  termes  de  cette 
forme 


\ cos  [i(n't  nt  ^ tf  - — g) 

+ (g  =*=/)(«<+  e)  + «•']  > 

OÙ  i est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives , en  y comprenant  zéro  ; et  où  l’on  doit 
supposer  successivepaent  i,  y*=  2,  f=  3,  etc. 

Si  parmi  ces  termes  on’ choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a gzh  y*  = ^,  et  où  le  coefficient  H est  du  même 
ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  indi- 





I 
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naisons,  que  les  inégalités  que  Ton  ^veût  calculer; 
qu’on  le?  substitue  dans  Téquatiop . différentielle  (2) , 
et  qu’après  l’intégration  on  les  réunisse  aux  termes 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R , et  que 
nous  avons  déterminés  plus  b'aut^  on  aura  toutes 

les  inégalités  de  — qui  dépendent  de  l’argument 

— nt)  bit  y Qt  qui  peuvent,  par  consé- 
quent, devenir  sensibles  dans  l’expression  du  rayon 
vecteur.  On  trouve  ainsi  ’ , 


I — - «* *XH  C08  [i  (n't  — /»!  -f*  »'  — »)  •+•  Int  -f*  /»  -f* 


r^r  , 
a* 


U. 


[<  (/i'~  n)  -4*  //i]*—  n*  J 


la  caractéristique  2 devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  fonction  FcTrqui  dépendent  de  l’argument 
in't  -f-  (/  — i)nt,  et  qui  sont  de  l’ordre  / par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

En  donnant  à /,  dans  cette  foinnule,  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y compris  zéro , 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  4è  l’or- 
dre l dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n'i ^e  l unités. 

29^  Déterminons  les  termes  correspondait  de  la 
valeur  de  ; on  a , par  la  formule  (6)  du  n®  89  du 
livre  II, 


1 ^ 

nrd.^r  + dri"!* 
a*ndt 


<5) 


t/  I — e* 

* - 

En  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  dénomi- 


t 


f • 


1 
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nateur  \/ 1 e*,  et  en  ne  considéran  t.  d’abord  que 

la  partie  de  J' P qui  dépend  de  la  fonction  R,  on 
aura  • • • ^ 

— 3a/ ndt f r ; (6) 

par  conséquent,  en  "<rertu  du  terme  ' 

m*k  cos  [/  [n^t  ~ nt  -f-  % — ^)  + fa/  -f-  fe  -f-  ^ > 
que  cette  fonction  renferme , on  aura 


3({  — î)m'n*  . inif  n 


a 


i et  l étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y compris  zéro. 

Si  la  quantité  i{n' — n)  -H  In  est  très  petite,  il  en 
résultera  dans  cTp  une  inégalité  d’autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l’expression  précédente.  C’est 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qui  sont 
assujetties  à.  cette  condition  qu’il  faut  s’attacher  ; et 
elles  sont  d’autant  plus  importantes  à considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 

Ç = fndty  on  a (n°  4^  ^ livre  It) 

» « , • - • * . 

cTf  ==  — ^ffaiidt  »ctK» 


En  n’ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R,  qu’au  terme  que- nous  considérons,  on 
• aura  • . 


3 (i  — /)m'n* 

[t  (/i'  — n)  -f-  ht}  • 


. ak  sin  [i  {n't  — 


nt 


f — 


i) -+• /nf  + /f -4- C]. 


♦ 


«ter  /. 


DIgitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  145 

La  partie  de  qui  a pour  diviseur  le  carré  de 
72)  + In  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tion du  moyen  mouvement  dans  l’expression  de  la 
longitude  moyenne  nt  g.  læ  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  l’époque  ; mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres,  on  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  S'v  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

Considérons  maintenant  la  partie  — ; ou 

^ a^ndt 

^d.rS^r — drir  • j i\  t x-x  ' '2.d»r$'r 

de  1 expression  de  J V.  La  quantité 

s’obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi- 
cient, de  l’expression  précédente  de  par 

— et  en  changeant  ensuite  les  cosinus 

en  sinus.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sous  cette  forme. 

Quant  à la  quantité  c’est  d’elle  que  résul- 

tent dans  cTv  les  termes  indépendans  de  R,  qu’on 
calculera  de  la  manière  suivante  : l’équation 

r=  a( I -+-  u)  donne , en  différentiant  En 

’ andl  ndt 

vertu  de  la  valeur  de  u rapportée  plus  haut,  on  aura 
donc  , 


« I 


.i  I 


Tome  III. 


■H 


10 
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14^ 


dr 


+ (e*—  |e^^sin2(«^+  € — Où) 

+ (I  ^ “ tÜ  3(n<+«— ^v) 

+ le*  sin4  (^  + • — <»  ) 
e*sin5(/2«4-e — 

+ etc. 

Représentons  par  h cos  J{nt^î  — o>)  Uniterme 
quelconque  de  cette  suite  ^ et  considérons^  comme 


T-  ’-î 


préç^emn^ent  dan3  ~ le  terme 


CôUiSo^ 

G cos  [i{n't  + 6'  — f)  -f*  + **  J*  ^1^ 

Si  Ton  combine  ce  terrne  avec  ceux  dont  se  cûbeI' 


dr 


ppse  Fexpr^sîon  préœdente  de  -^^9  d 

d 

dans  le  produit — r . — une  suite  de  termes  de.  cette 


.V  m 


andt  a 

forme: 

s - Ksin[f (w'<  — nt^i  — e)  -j-(g  =fc/)  (/i<  + 6 


çt  i étant  suscepUbks.  de  toutes  les 
tîves  et  négatives»  y compris  zéro,  et  le  signé 
rieur  rayant  lien  quand  */est  pris  p^itrvei 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  jplî^ 

dr  ^ " 

par  Texpression  de  qüe  / est  Texpo^iU  déjà 


Ail  ^ 


r iT" 
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puissance  la  xnoias  éley«e  de  l’excentricité  e dans  la 
série  que  h représente. 

Si  dans  la  suite  de  termes  ainsi  déterminés  ôn 
choisit  ceux  où  l’on  a g^dby*=Z,  et  si  on  les  réunit 
aux  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
ment de  R,  et  dont  l’expression  a été  donnée  plus 
haut^  on  aura  alors  tous  les  termes  de  cTv  qui  dépen- 
dent de  l’argument  i{n!  — et  que  l’inté- 

gration peut  rendre  sensibles.  On  trouvera  ainsi , 

^ i 2K  sin  [i {nt  — nt+  »'  — t)  + lnt  + U + fi] 
a^ndt  ^2  ^ 


{ "i{i—C)m‘n*  . ’xm*n  • r-/  * / > . . . . -, 

, . ; r-.gff — TTj-f — r-.-}rT»a*j-  }sin[i(a  r-n«+i 

[t(n'-/î)-f-//i]  da]  ^ ^ T-;-” 


(7) 


i étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y compris  zéro,  / étant  le  nombre 
d’unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  ou  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt,  et  le  signe  2 devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  qui  dé- 
pendent de  l’argument  i(n! — n)  et  qui  sont 

par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  du 
même  ordre  que  .K. 

lia  période  des  inégalités  du  raj^on  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  l’expression 
généîrale  étant  supposée  très  longue , les  élémens 
elliptiques  des  orbites  de  m et  de  m'  changeront  pen- 
dant cet  intervalle,  en  vertu  de  leurs  variations 'sé- 
culaires; et  pour  l’exactitude  des  résultats , il  sera  né- 
cessaire d’avoir  égard  à ces  altémlions  dans  les  for- 
mules précédentes.  C’est  à quoi  l’on  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 

10.. 
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. Nous  supposerons  aux  témies  du  développement 
de  R qui  dépendent  de  largument 

— nt-\“  é'  é)  + Int  -f-  U cette  forme  ; - ' 

R mTsin[t(n'^ — nt-\-e!  — «)  -f-  Int  + î^]  ». . 
-f-  7wT'cos[if7î'<  — 72^-t-  e'  — 0 "1“  "1“ 

En  diflerentiant  par  rapport  à on  aura 


(fK= — m'(i — f)ndtVcos>[i(n't  — nt-^e' — e)  -f-  Int-^  lî\ 
-\~in\L — ï)ndtV’ su\\i(ri' t — — é)  +•  lnt^lï\. 


Si  l’on  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y regardant  P et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élémens  des  orbites  de  m et  de  m', 
on  aura 


O r J rvn  3(/  — i)ii/an* 

3nfnd(ftrR  — - . , 

r P'^ 21^5 

L — '*)  “t"  in^dt 

4 J»  P 

[/(«' — n)  -f-  InJ^dt 

U TpI;  

I L — n)  +ln'}dt 

[i(«' — n)  -+-  /n2*dt^ 


3<j»P^ 

[i  (r/ — n)  •+.  ///]»dl^ 

- -f-ctc.Jsin  [i(n'r — n«+/— 

3^«P  

[i(//  — n)  -f*  /n]*de* 

—etc. J cos[i(fi't—nl-i-*'—t)+/nt~h/t] . 


, . . rfP  d^P  dP'  ^ . 

Les  quantités  , etc.,  décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques,  on  pourra,  dans 
la  plupart  des  cas,  n’avoir  égard  qu’aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
de  R , 
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'4g 


• • • \ 


-34tA 


' / * (IP  » ’ - ' ’ 

r pv,-« 


11  est  inutile  d avoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P et,  P',  dans  ce  terme,  qui  est -toujours,  très 
petit  relativement.au  précédent;  la  valeur  de  J't' 
deviendra  ainsi  ' ^ • 


. . I 


a/f.r/r  i 


-+»  *■  2,  K sin  nf  “4»  i)  -4*  Ifit  -4“ 

3(i  — l)ih'an*  r.-..  2r/P 


a*ndt  ' a 


:) 


, / 3(i  — t)in  an*  P„,  • idP  T * im  an  «4P  ) . ...  . n > 

+T  p.7-7 — V . P +<=‘v“^ — \ J-  I~  T"7 — T f -««nriCA  -i)-4-/Ai-4-/i3  > (8) 

Hi(«'-«)-4-//î]’  L [i(a -n)4-/rt]ii/ J . i{n -n\^ln  Ja»  ^ jrv/ 

r3(t  — r_  ac?P'  T im' an  </P)  p,.  , ..-il 

. - , , ; ; ■ • ' 

On  obtiendrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 

expression  semblable,  en  introduisant  à la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l’équation  différentielle  (i), 
et  en  l’intégrant  ensuite , eù  ayant  égard  à la  varia- 
bilité de  P et  P';;  mais  comme  les  termes  qui  enlré- 

sultefaient  dans  Texpressiori  de  sont , à très  peu 

r»  w ' ^ t , 

près,  insensibles^  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération. 


’ ^ * . ' . ’ ' dP  d’P  ’ dP' 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  — > — 


<fP' 


dt  ^ dt^  * . dt 

« t 

, etc.  y il  faudrait  différentiel’  les  quantités, P et  P'. 

» 4 » ■ ^ 

par  rapport  aux  élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au  lieu  des  dif- 
férences de  ces  élémens,  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps,  on  aurait  les 

, dP  d*P  dP'  d^P'  , J.  , 
expressions  9 f > develop- 
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pëes  de  la  même  manière  ; en  s’en  tenant  aux  termes 
multipliés  par  le  carré  du  temps,  l’expression  précé- 
dente de  J'i' prendra  alors  cette  forme  : 


— l“C^^*)cos[i(/î^/— ni  — 1“  Zni-4“Zij  > 

et  cette  expression  pourra  s’étendre  en  général  à plu- 
sieurs siècles,  avant  et  après  l’instant  que  l’on  aura 
choisi  pour  époque.  » 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 


déterminer  les  valeurs  de 


d?  d?'  d^V 


, de  la 


dt  * dt  * dt^  * dt^ 
manière  suivante.  L’expressipn  de  P au  bout  du 
temps  ï sera  généralement 

**  i*’*  * • 

' ' — •^  + etc.  - ' . 

é * t * i 

’ Cette- expression  , 'en  s’en  tenant*' aüx  termes  dé- 
pendant du  carré  du  temps , pourra,  s’étendre  à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l’instant  que 
l’on  a choisi  pour  époque. 

Cela  posé  on  calculera , en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites , les  valeurs  de  P pour  deux  nouvelles  époques 
distantes,  la  première' de  la  seconde  de  de  celle 

d’où  l’on  compte  le  temps  t.  En  nommant  Pj  et  P.  ces 
valeurs , on  aura  . 

P _p  . à?  , æV 

y,  — v + t 37  -t-  7^  • 

P.=  P + <"^ , 

^ dt  ^ i dt*  * 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


fSf 


d’oü  Ton  tiré 


d?  ^ — P)  — /'»(P.  - P) 

dt  “■  tVX/''  — O * 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de 

dt 


et  de 


d^V 

dt*' 


« ■ , , 

Dans  la  plupaH  de  ces  cas,  c’est-à-dire  lorsque 

les  inégalités  que  l’on  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considérables,  on  petit,  comme  nous  l’avons  dit 

plus  haut  dans  Texpression  de  <Tv,  négliger 
d*F 


et 


; on  aura  alors  simplement' 


dP  _ P,  ^ 

dt  ““  t' 


dt 


P', 


r'  désignant  ici  un  intervalle  de  deux  à trois  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valeurs 
de  ÎP,  P,,  P'  et  P\,  ont  été  calculées. 

5oi  La  formule  , (8) , lorsqu’on  néglige  les  ter- 
mes dépendans  des  différences  ~ et  ^ , doit  coïn- 
cider avec  là  formule  (7).  C’est , en  èffet , ce 
dont  il  est  facilé  de  s’assurer  en  développant  Cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  comparaisoh 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  atix 
termes  de  R que  nous  considérons , on  a 

F = Acos^,  P = ~ A sine. 
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Réciproquement,  il  est  souvent  utile  dans  la 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  ua 
seul  terme  les  diverses  parties  d’une  inégalité  dépen- 
dante d’un  argument  déterminé  /V  — in.  Pour  cela  ^ 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties, de  manière  à donner  à leur  somme  la  forme 
suivante  . 

Asin(tV^ — int-^Ve — h)  -f-Bcos(iW<— -f-  i'  t — iè). 

• I 

Si  l’on  suppose  ensuite  que  l’inégalité,  dont  il  s’agit 
devienne 

* ; , • • I ■ ! . ( ' 

L sin (iJn't  — int^  — U + 9) . 
on  aura  pour  déterminer  L et  8 les  deux  équations 

L = tang  0 = • 


Ces  transformations  nous  seront  très  utiles  dans 
la  suite.  , ' - - 

3 1 , Lorsque  la  valeur  de  __  sera  déterminée , il  sera 
facile  d’en  conclure  celle  de  En  effet,  si  l’on  désigne 

par  la  partie  de  ^ qui  dépend  de  'l’angle 

i(n!t  — nt  -f-  é'  — e)  -f-  Int  -f-  Ze  et  par  

2N cos  — nt  + e!  — î)  -^jnt  + pC ] 
autres  termes  dont  cette  quantité  se  compose , on 
aura 

< / / « . • 

^ { ^+^î^cos{i(n't—nt+e'—i)+Jht+fe+x]  }• 

/ 

• * T* 

Si  l’on  substitue  pour  - sa  valeur  i +w,  et  que  dans 
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Je  produit  M2Fcos[f(«'t — nt+  f—t  )-J-/n<4./e-f-x] , 
on  ne  conserve  que  les  termes  dépendans  de  Tangle 
{[n't  — — î) Int li  y que  pour  abréger 

ou  désigne  ces  termes  par 

2L  cos.Q*(«'^  I — 72^  + €'  — é)  Int  -f*  “l*  O]  > 

réquation  précédente , en  n’ayant  égard  qu’aux 
termes  qui  dépendent'  du  même  argument , don- 
nera 

— = — — 2Lcos[i(72'i — ni + e' — g)  + /ni + Zg + 0] . 


Sa.  Il  nous  reste  a déterminer  les  inégalités. du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n°  89,  livre  II. 


. rJ's 

~~dF~ 


o. 


Comme  cette  équation  suppose  que  l’on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  primitive,  après 
avoir  diflerentié  par  rapport  à zda  fonction  R,  on 
fera  z = o dans  le  résultat,  et, l’on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonction 


dz 


' jn  Z 


I 


1 

[(a/ —xy  4-  (y  —J-)»  -{-(/—  zyy 


par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peut 
d’ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  l’une  de  l’autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4î  l’équation  (9) 
ayant  même  forme  que  l’équation  (1),  s’intégrera 
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ensuite  de  la  même  manière  ^ et  donnèra,  par  des 
approximations  successives ^ les  inégalités  de  la  lati- 
tude de  tel  ordre  quon  voudt^,  par  i^pport  aux 
puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables^  il  suffira  de  déter- 
miner celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l’intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d’employer  à cette 
détermination  les  formules  relatives  à la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l’or- 
bite. On  aura^  n®  86,  livre  II, 

J's  = J'qs\n(v  — n)  — J^pcos(v — fl).  (lo) 

Et  pour  déterminer  cTp  et  J'q , on  aura , n*  4 ? les 
formules 


, andt  1 dK 

dp= ; COS->  -j-l 


andt 


:i;vi 

dR  r.adR> 


J SID  y |/ , e*  Ldp.  2 , \ j dm/  J^ 

Si  d’on  Se  borne  considérer  dans  l’expréssipri  dé 

la  latitude,  parmi  les  termes  dépendatis  d’un  ëi^- 

meht  donné  ceux  qui  sont  de  l’ordre  le  moins  élevé 

par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisôiôSt  pn 

pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e*  et  y*  y 

dans  ces  deux  expressions  y ce  qui  donne  Aa=:  sin  ÿ |; 

Cm  aurâ  sirtfplementainSiÿo  i rui-  'qqoUvbb  5^ 

dR  ^ . 


J , 


i 'jtfî  îiiuf.  i andt  ^ ,- 

(^)  Li  wb  atïb 

- dqsar^.  i^ndt 
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Soit  donc 

m'A  cos{i'n't  - — • int  + B — 2gn  ) 

un  terme  quelconque  de  R de'pendant  de  l’angle 
in!t  — int.  En  n’ayant  egard  qu’à  ce  terme  ^ on 
aura 

JD 

— = 2gm'\X^^'  cos(f n't  — * int  -i-  B — 

s=:  2gm!  AA^“*  sin  Q!n't  — int  + B — aglT),  : 

/ . « 4 t >. 

et  par  conséquent 

<Tp  = — sin  (i'n't  — int  r|-  B — , 

S^q  = — cos  (i'n'i  — 4-  B ^ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (lo)  , 
on  trouvera  " 

= ^^^^4^x^“”*sin[zW<-m^-<4”B-( 2g- j )n}.  ( 1 1 ) 

V*'  ^ 

» 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor- 
respondantes aux  termes  de  R qui  dépendent  de 
l’angle  ÏTiit  — int  y et  que  la  petitesse  dii  dîYîseur 
ïnl’^in  peut  rendre  sensibles.  L’expressioti  de  ne 
renferme,  il  est  vrai,  ce  diviseur  qu’à  la  première 
puissance;  et  Sous  ce  rapport,  l’inégalité  qui  en 
résulte  doit  être,  par  conséquent,  beaucoup  moins 
considérable  que  l’inégalité  corrnspondante  de  là  lôn- 
^tude  moyenne;  mais,  d’un  autre  côté,  l’ordre  de 
son  coefficient  se  trouvant  abaissé  d’une  unité , cette 
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circonstance  doit  contribuer  à augmenter  sa  valeur. 
Au  reste,  toutes  les  inégalités  de'  la  latitude  d’un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  insett'SÎblès  dans  les 
mouvemens  des  planètes , ' excepté*^ .rejativeraent  ' à 
Jupiter  et  à Saturne , ^ cause  du  ràppôrt  de  coin- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

35.  Si  l’on  veut  rapporter  le  mouvement  de  tti  à un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à celui  de  son  orbite  primi- 
tive , qu’on  nomme  <p  l’inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  , 9 la  longitude  de  son  nœud  ascendant , et 
V la  projection  de  v sur  le  plan  fixe , en  supposant 
que  m ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive  , 
on  aura,  a très  peu  près, 

— J tang*  ^ sin  2 ( ^ — 9), 
s = tang  <p  sin  ( (^  — 9 ) , 

ou  bien  . . 

p'  — V — tang  cos  {v — 9 ).  • 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  ^ dé  «Tj , on  aura 

if'  — 9 tang*(p  sln2(t' — 6) — ^ JV  f ang(pcos((^ — 0). 

..  On  voit,  par  conséquent,  que  la  variation  de: da- 
latitude  introduit  dans  l’expression  de  la  longitude» 
rapportée  à un  plan  fixe  , des  inégalités  dépendantes 
des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excén-, 
tricités  et  des  inclinaisons;  mais  les  termes  qui  eus 
résultent  sont  insensibles  même  dans  la  théorie  .de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

54*  Nousallons  considérer  en  particulier  les  inégalités. 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  des  excentricités 
'et  des  inclinaisons.  En  ne  portant. l’approximation  que 
jusqu’aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons^  on  a trouvé  , 
n®  85  du  livre  II , 

— ==  — C(')cos  i{n't — nï+i'— *)-f-m'eD(0cos  — nt  -+•»' — 

a a 

-f-  mV£(0  C08  [/  {n't  — nf  + / — •)  4-  ni  + • — »'] . 

En  supposant  Z = 2 dans  les  formules  (4)  et  (7) 
on  trouve  ainsi  : 


3 , , ( (C(04- D('))e*cos  [i(n'f  — — i'4-ani+ai  — aa*]  I 

I a’”  * \ -f-E(0ee'cos  [î(n'i  — ni  + t' — *)  + ani  + a»  — ta — œ]  J 

^ 4-m'n»  ^ ^ — ni4-*^— ^ 

n*  [i  (n' — n)  -f-  3n]  [i  (n' — n)  -f-  n] 

-i.di^rSt)  m'  j (C(0+D(0)e*iin  [/(n'i — ni  4-»' — «}4-ani4-a» — aa»]  | 

^ a'ndt  a 1 4- E(Oee'sin  £/(n'i  — ni4-»^ — »)4-ani4-‘2*  — a*'— a»]  { 


f-,.  . . im'na^ 

3(t— a)m^n» 

[i(n' — n)  4-  an]>^  i{n* — 


(in 


i(n' — n)4-an 


sin[i(n'i — ni4-*'-*)4-3ni4-a»4-CJ. 


En  donnant  a i toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y comprenant  zéro,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  nU  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  /V  + (2  — i)n  diffère  peu  de  zizn, 

l’un  des  diviseurs  i(n'  — n)  -\-Zn  ou  i(n'  — 7i)  -f-  n 

rS'r 

étant  peu  considérable,  l’expression  de  — peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  zV-|-(2 — i)n~ 
est  très  petite,  les  termes  de  l’expression  de  JV  et 


(■’*)  Les  valeurs  de  F,  pages  i4i  et  *4^»  doivent  être  changées 
de  signes. 
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ceux  de  la  valeur  de  ~ qui  ont  cette  quantité  pour 

diviseur,  pourront  donner  lieu  à des  inégalités*  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  la  partie  de  — qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 

orbites  et  de  l’angle  i(^n't — — ê) -f- -f- 26 , 

on  aura  '* 

^ « 

* / '*  • 

— = ~ (C(ô+aD(0)e*  cos  [t  (n'c  — /lï  -f-  s'—  s}  + ont  4<  as  — a.]  ) 

“ i’  r®) 

-f  ^ E(0ec'  cos  [t  («'/  — /ïZ  -f-  i'  — i)  -f-  ant  + a«  — e$  — »'] . I 

La  fonction  R renferme<  des' termes  de  Tordre  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  l’angle  i(n't  — — e).  Supposons  qu’en 

n’ayant  égard  qu’à  ces  termes  on  ait 

R =m'k'cos[i(n't  — nt  + e'  — + 

En  faisant  / = o dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7),  on  aura  pour  les  inégalités  de  — et  cTt' dé- 

I d 

pendantes  du  même  argument , 

3 / , J'  D(‘)e»coa  i {«'<•!— nt + \ 

^ m n ‘t |-f* __  — fl,']  ^ 

l-l-  - a1^  — «*  co»  L*  — « nf  + i' — «)  -f-  p] 

[i  («'  — n)  -+-  n]  [i  (n'  — n)  — n] 


riTr 


KQ 


^ •xd[rS'r)  m' c D<^e’  sin  i {n't  — nt  «' — \ 

a*ndt  Tl  -1-E('>ee'sin  i {nft  — nt  -f-  •' — •)  H-  « — ' 

j 3ni'n>  am'n  dk’\  . 

i(7=7)“*a^  } + 0 

Si  la  quantité  i {p!  — n)  différé  peu  de  ri:  w , alors 
l’expression  de  peut  acquérir  une  valeur  sensible 
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en  vertu  de  Tun  des  très  petits  diviseurs  i{n! — 
ou  i{p! — n) — n quelle  renferme  ; enfin  si  la  quantité 
i{n'  ^n)  est  très  petite,  c’est-à-dire  si  les  moyens 
mouvemens  des  deux  planètes  diffèrent  peu  l’un  de 
l’autre,  il  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de- 
venir très  sensibles  dans  l’expression  des  longitudes 
des  deux  planètes. 


En  désignant  par  ^ la  partie  de  ^ qui  dépend 


de  l’angle  i{p!t — w^-|- ê' — g)  et  qui  est. de  l’ordre 
des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura: 


-f-  ^ 2D^'^-r-C^^)e*COS/(/l't nt  I 

-f-  ^W^ee' cos\i(n! t - 72^-f-é'-g)+i-^t>']  ; | 


(P) 


i devant  être  pris  avec  le  signe  -f-  et  avec  le  signe  — • 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (G)  et  (D)  in-" 
troduisent,  comme  on  voit,  dans  l’e^rèssipn.  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des 'termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités'  ét  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  des  mêmes  argümèns  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens/ . 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneroirt  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  dès  excentricités  ^et  des*  incli- 
na^ons  ; mais  comme  leur  nombre  est  trop  cônsidé-^ 
rable  pour  qu’on  les  puisse  calculer  toutes,  en  se 
bornera  à déterminer  celles  qui  sont  assujetties  à 
l’une  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut , et 
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* I 

'qui,  par  C6tte  raison,  peuvent  acquérir  une  valeur 
sensible. 

Si  Tune  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep- 
tible de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire , dans 
l’expression  de  d avoir  égard  a la  variabilité  des 
élénaens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à la 
formule  générale  (8)  , et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  ou  l’on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons.  • 

35.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l’intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l’approximation 
précédente  on  ait 

— J*  5SS  A COS  t — " é)  — |—  nnt  -1—  26— |—  cTj, 


Le  coefficient  h étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
i{n!  — n)-|-5/î.  Il  en  résultera  dans  ^le  terme 

/lCOs£î(/Z  t — fit  — |— “ 6^  — 27lt  — 26  + J']. 

Et  cette  valeur  de  — introduira  dans  l’équation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l’angle 
i{n!t — ni-f-é' — 6)-f- 3/î^-f- 3g , et  des  termes  dépen- 
dans de  l’angle  — nt  -{-é'  — c)  -f-  w^-f-  g,  qui 
auront  pour  diviseur  Un'  — w)  + 3/i,  d’après  ce  que 
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nous  avons  dit  n°  a8;  en  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  aura 

j>r  3 

û*»*F  — = — -eA.a’n’.cos  [^(«'/ — nt-^t — *)-f  3nf-f-3i — 

3 

eh.à^n*.cos\i{n  t — ni-f  — 04*  4“*4'<*'4“^]* 

2 


En  faisant  donc  7=3  dans  la,  formule  générale  (4)> 
et  en  observant  que  l’on  peut  négliger  i(ji' — 
devant  n dans  les  diviseurs  de  cette  expression , on 
aura , en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
i{n  — - pour  diviseurs , 


— - = eh  cos  U(n^t  — nr  -f-  * — 0 4”  4-  3i  — « -f-  «T] 

<12, 

4-  - eh  cos  — nt  t — 0 4*  «ï  4”  *4“  " 4" 

2 

■ . V 

“ îîf3  “^1)771^ Tl  * 

.û^cos[/(n^— 04-3nf4-3i  4-^.' 

* ' 1 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente  , 

• % 

—z=:hcos{i(n!t — — c)  + 2/1/ + 26  + «fj , 


on  ‘ aura pour  la  partie  de  — qui  a pour  diviseur 


i(/i' — -f-  3/1^1 

t 

^ = Æcos{7(7i'f  ~ ht  + e — ë)  4-  4^  2e  4“ 

— eh  cos[7(/i'^ d — ë)  4-  3/2^  4“  5e  — 4”  «^] | 
>^4-  ^h  cos[2\t2'^  — >2^  4“  — ë)  4-  w^4“  &4-  ^ + «T] 

• >9^3— z'm'n  J Otto  > ‘ ' 1 ♦ 
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rëquation  (5)  peut  s'écrire  ainsi , 


^aJfj^t.dK—  2f  ndta'^ 


En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  Tangle  i(n't  — nt+e'--e)+nt+e,  et  qui  ont  pour 
diviseur  i(n' — ti)  + 5/2,  en  vertu  des  valeurs  précé- 

- -1  ^ A 

dentes  de -7-  et  -,  on  trouve 

a a 

4 

« « 

ari.rjy  — drsr 

‘ a*ndt  \ n a/ 

La  quantité  /(n'— n)+3n  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 

erreur  sensible , i{ri' — *5w;  la  partie  indépen- 
dante de  R de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  S'v  le  terme 

-}- 1 e^sin[i(7i'^ — nt-{^  e' — é)  + w/+£-|-û>  + <r]. 

En  vertu  de  la  valeur 


— A cos  ‘ — 0 + as  -1-  cT]  ; 

a*  ' 

le  terme  introduit  dans  le  S'v , le  suivant  : 

, , a'ndt 

^‘^Ùr^±1^.2hsio[i{n't—nt-+^-t)+2nt+^^ 

ou  bien  en  observant  qu'on  a à très  peu*  près 

îÇn!  — w)  + 57^  = O , le  terme 

-f-  2h  sin  [i(n*t  — nt  + cT]  ; 

le  terme  — donnera  celui-ci  ; 

at 

——  7 eh  sin  n^-4-g^— g)-|-3n^  -f-  3g—  a>  «T]. 

^ En  réunissant  donc  les  différentes  parties  de 
faisant  Z=5dans  la  formule  générale  (7),  et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  i{n'  — n)  q- 
pour  diviseur,  on  aura 


— -c/t  sin  [i{n't  — nt  -j-  t'  — •)  + -f-  3*  — • + 

— afe  «in  [i  (n't  — nï  4-  •'  — »)  -f.  anî  + at 
5 

+ -eh  sin  [i  (n't  — nf  + »'  — i)  -f-  nt  + « 4-  » 4-  /] 
9 

l3(t — 3)m'*n*  , am'/i  . r..  , 


Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  Tintégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc , au  moyen  des  formules  des 
n®“  28  et  29 , déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d’une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu’il  s’agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent , de  calculer  quelques  inégalités  parti- 
culières dépendantes  d’un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d’employer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires , qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d’un  ordre  quelconque , qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l’inté- 
gration leur  fait  acquérir,  sans  qu’on  soit  obligé  de 
s’occuper  des  inégalités  d’un  ordre  inférieur. 

En  effet,  soit 


m'Ârcos 

l’un  des  termes  du  développement  de  R.  D’après  la  loi 
de  ce  développement,  ii®  4>  ' l étant  supposés  posi- 
tife,  et  i plus  grand  que  l,  le  coefficient  m sera  de  l’ordre 
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l ou  d*un  ordre  supérieur  dô  deux , de  quatre  , etc. , 
unités,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ; en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  Tangle  i{n't — nt)-\~lnt , on  n’a  égard  qua 
celles  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé , relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m sera  de  la 
forme  yfyf  et  y"'' étant  des  nombres  tous 

trois  positifs  liés  par  Téquation  l — f — f — 2/^'  = o 
et  A étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

f = fef-'  ef'X'f'k  = ^ , 

de  e 

Supposons  maintenant  que  le  terme 
m'kcos[i(nt — — é)-\-lntT^U  — fcû — J'a>' — 
prenne  la  forme  suivante  : 

m'Psîn  — nt-l-  i' — 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura 

P=  Asin(/ût) +/V+ 2/"n) , I 
P'=r  Acos  (/&» +y'ûi>'+  2/"n).  I ^ ^ 

Si  Ton  diflërentie  par  rapport  à e,  û),  A,  et  O ces 
expressions , et  qu’à  la  place  de —eide  ^ on  subs> 
titue  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvera 


d? 

dP' 

dV 

dm  ^ 

de  * 

dm 

dP' 

dP' 

dP 

— — A 
dn 

dx  ' 

dn 

d\* 

Cela  posé , si  pour  abréger  on  fait  i(n't — nt+e' — e) 
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+/€  = «,  et  qu’on  néglige  les  inégàlitcs  qui 
seraient  d’un  ordre  supérieur  à /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons , on  trouvera^  n°  1*7  (^), 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R , in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  l’orbite  de  m les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 


JVi=- 

K= 

/i  = 

e^  = 

r=- 

9=- 


• -r-, ^ T — (”  6«n  -f-  P cos  «tj. 

in  — (t  — /)« 

3m'rt  (i — /)«», O,  . „ ^ 

rr-î — TT — (P'sin  cl — P cos  «), 

[i/i'— (i —•/)«]»  ' * 


m'an  [ 

dP'\  . 

JP\  “1 

in' — (i — l)n  1_ 

\a  de 

da  J 

\u  de 

de  J J 

m'an  ^ 

MP  ■ 

dV  \ 

m'an  / 

rdP'  . 

dP  \ 

in' — (i  — t)n  ' 

^de- 

de 

' f m'an  sin  y 

fdP'  . 

dP 

x[iV — (i  — /)/t]  V.  d\ 

",  w» 

d\ 

fiianx  ^ (IV  . </P' 

— -T- Sin  (t  H- cos  CL 

«IQ  ^ [l/l — (i  — L)n\\d\  d\ 


} 


•Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles, si  le  diviseur /V  — (/  — Z)n  est  une  très  petite 
quantité  ; les  plus  considérables  seront  d’abord  celles 
du  moyen  mouvement,  à raison^du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées , et  ensuite  celles  de 
l’excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie , parce 
que  l’ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d’une 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second?,  elles  peuvent, 
par  cette^  cause,  devenir  très  sensibles  si  l’excen- 
tricité est  très  petite,  et  même  surpasser  les  inéga- 
litésrÿorrespondantes  du  moyen  mouvement , quoi- 

- --  ^ 4 y,  T - - --  - 

V- 

{*)  Les  termes  de  > etc..,  donnes  11®  17,  ont  été  pris  par 

erreur,  avec  un  signe  contraire.  ^ ^ . 
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qu’elles  niaient  pourdiviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  in'  — (/ — l)n,  comme  la  théorie  des 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  C’est  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu’il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

V zzzfndt  -j-  6 + 26  sin  {fndt  e — «>) 

-M  — «)  + etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l’on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l’orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
fndt , pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé,  conformément  a ce  que  nous  avons 
dit  n®  45 , livre  II. 

Si  l’on  différentie  l’expression  précédente  par  rap- 
port à la  caractéristique  cT,  en  observant  que  l’on  a 
fndt=:nt-{^Ç , et  qu’on  peut  supposer  fndt=nt  dans 
les  termes  qui  sont  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu’on  néglige  ici  leur  carré , en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  Ç,  cTf , 
d'e,  etc.,  seraient  <Tun  ordre  supérieur  à /,  on  aura 

c*'^>=^-l-cr€-l-cre[2sin(7z^-l-6 — cô)-^\eûxi^(7it-^£ — &))] 
ed^Ce)[2COs(«<-f-€ û))-|-|6COS2(72^-|-€-û))]. 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  Ç,  cTc  , 
et  CcTo  leurs  valeurs  précédentes , et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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' m'an  dk ^ 

• dê~ 

et  € =—ft»  — fa!  — , oa  trouvera 

3m' (i  — l)n*  t aP'sin  — ni  + •' — •)  + "4~  ^0 

n)  + //»]•  i — aPco*  — nt  + •)  -f-  Int  -f*  ^*1 

/ AP' 

, I a*-j— sinfi(n'£  — n£  -f*  •)  + /n£  -4-  li] 

am  n 1 a« 

“f"  I — a*^^C08[i(w't  — «£  + •'—•)  + /n£  /•] 

— -e/t8inp{n'£ — n£  + •)  + ^nt  -j-  It  -h  C] 

a 

-4-  a/t  sin[i(n'£  — n£  -f-  •' — •)  “J"  ~f~  (i  — i)«  + « + T 

+ ^c/t8În[i(«'£  — «t  -h  •)  ■+•  (I  — i)nt  + (^  — a)«-4-aa*4-  C 

De  même  pour  le  rayon  vecteur  on  a 

J* 

-=  1 — ecos{fndt -k- t — c?) 

+ i e*[l COS2(/W/  + 6 Ce))]  + etc. 

• « 

et  en  diflerentlant  par  rapport  à cT 

— = — -f-  e<Te  — « «Te  [cos  int  -4-  • — »)  + ® cos  a (n£  -f»  • — - •)! 
a â 

— c/a#  [sin  (n£  4-  • — »)  -h  e sin  a(«£  4-  * — «)]• 

En  substituant  pour  y S' (a  leurs  valeurs  , on 

aura 

/r •xm\l"—i)n  j aP  sin  — nt  4*  — *)  ~h  Inl  4-  l*\  ï 

a i{n — n)  + ln  14-ûP'co8  [i(n'£  — n£  4-  *'  — •)  “^  ~f~  ^*1  f 

— eh  C08  Qi  (n'f  — nt  4-  — •)  + 4~  4”  C] 

4-  h C08  [i  (n't  — nt  + t'  — s)  4-  — 0 «f  — i)s4-  <»  4*  C] 

^ 4-  cA cos  [i  (/i'£  — n£  4-  •'  — •)  + (^  — a)  /i£  4-  (t  — a)*4-  '-*®  "t-C]» 

Enfin , en  vertu  de  Téquation  (i  i)  du  n®  52,  le  terme 

m!kcos[i(n't — nt^è' — g) +Z/2i+Zg — 

de  la  valeur  de  R produira  dans  Tex pression  de  la  la- 
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titude  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  Z = 5 dans  les  expressions 
précédentes  , en  observant  qu’on  a € = S — œ, 
et  que' pour  P et  P'  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  A:  et  de  ^ données  par  les  équations 
(la)  , on  retrouvera  les  valeurs  de  efr,  cTi^,  J's 
que  nous  avons  déduites , n"  55 , des  fçrmules 
générales  des  28  et  29.  L’accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié , quel  que  soit  le 
degré  d’approximation  que  l’on  veuille  obtenir,  ainsi 
que  nous  l’avions  déjà  établi  dans  le  n®  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Sy.Laméthode  de  la  variation  desélémens  de  l’orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à la  détermination  dés  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  niais  s’il 
s’agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d’une 
planète  dépendantes  d’un  argument  déterminé,  la 
multiplicité  des  termes  qu’introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude,  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible  ; et  dans  ce  cas , pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées , il  sera  mieux , comme 
noos  l’avons  dit , n®  88 , livre  II , de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l’intégration 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  lI  ,^pour  cal- 
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culer  le  coefficient  d’un  terme  quelconque  de  l’ex- 
pression de  R en  série , relatif  à un  argument  dé- 
terminé , un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons , et  qui  dispense  d’effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  celte  manière,  sans  beaucoup  de  calculs,  les  va- 
leurs de  et  P'  que  l’on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes  ; et  ce  procédé,  joint  à la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sûr  qu’on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d’une  planète 
qui  peuvent  devenir_sensibles  quoiqu’elles  soient, 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d’un  ordre  supérieur  au  second. 

38.  Reprenons  les  formules  (G)  , (H)  et  (K). 

,Le  cas  de  /=  3 mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c’est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l’observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n se  rapporte 
à Jupiter  et  w'  à Saturne,  si  dans  i{n' — n)  -f-  In 
on  fait  Z=  3 et  î = 5 , ce  diviseur  devient  5w'  — 2n , 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes, 
n°  5p,  livre  II  ; de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  celte 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu’elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.^*^ 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théone  des  ifnou  vemefis  planétaires,  nous 


i 


i- 
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allons  développer  complètement  les  formules  propres 
à les  déterminer-  Pour  cela , désignons  par  m la  masse 
de  Jupiter  et  par  m!  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative- 
ment aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  langle  Snt — 2ntf  on  a , par  le  n®  4^ 

R = cos  {5n*t  — nnt  -f-  5é'  — 2£  — 

-f-  cos (5n't — 2nt  •+•  5e'  — 2g  — 2cj  — a>') 

-j-  M^*W*cos(5w'i — 2n^+5g'  — 2 g — cû  — 2co') 
-f-  cos  (5n't — 272^-f-5g'  — 2g — 5o>') 

-|-  N^®^eA*cos(5«'<  — 2nt-\-5e'  — 2g — œ — 2II) 

-f-  N^'VA*cos(5n'< — 2nt+5é'  — 2g — a>' — 2!!). 


Les  valeurs  de  , etc. , étant  déterminées 

par  les  formules  générales  du  n°  7 , dans  lesquelles 
on  fera  i = 5,  ce  qui  donne  , en  substituant  en  outre 
a la  place  de  et  de  ses  coefficiens  différentiels  , 

leurs  valeurs  e»  et  , etc. , 

38o&i  + ,,4.  J. 

J* 


db\ 


d-b\ 


84« 


da. 


-4-  î5<i*  • 


dàt* 


'y  ’ Y,’>  d.»<n 

a'MC)=-^  + .93- ^+>6..  -3^+  .>  -3^  j, 

.‘M«=  H^389ii,  +>o..  ^ + + 

‘^N<'>=  + «5-) 
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Si  Ton  décompose  l’expression  precedente  de  R en 
sinus  et  en  cosinus  de  l’angle  Sn't  — + 26  / 

et  qu’on  lui  suppose  cette  forme  : 

R = mT  sin  (Sn't  — + 5e'  — 2e) 

+ 7?iT'cos(5w7  — 2nt  + 5e'  — 26) , 

on  aura 


m^a'P  = a^MCOe^sin  3a»  -f-  o'M(Oe*e'sin  a»')  -f-  a'M<’)ee'*8in  (a»  -f-  2a»0 
-f-a'M(*)e'*8in3a»'4- a'N^®)cx»  sin  (a*-f*  aIl)-f-a']N(')c'x*  sin  (aj'-f-all)  j 

et  la  quantité  m'a'F'  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé , si  l’on  fait  Z = 5 et  £ =z=  5 dans  les  va- 
leurs de  et  J^r  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à Jupiter  , pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

* , / 

m'n  ✓C/l  dP'\  . , 

/p»  = .1  aP^—  aa*  -7—  1 sm  (5n  t ani  -f-  St  — ; 

5/1  — a/l  \5n  — an  da  J ' . . 

mfn  / 6n  \ i 

— r— ; •{  =-7 aP — aa*  -7—  ) C08  (Sn'l — an«  4-  5i  — a*)j 

5n'  — an  \5n  — an  da  y ' . . : I 


4-  aA  sin  (5n't  — 3ni  4-  5»'  — 3«  4-  J') 

— Z cA  sin  (SnU  — ant  4-  5i'  — a*  — a#  4-  /) 


(I) 


•+•  - eh  sin  (Sn't  — ^nt  4-  5i'  — - 4*  + “ ^)» 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

<Tr t^m*n  P aP  sin  (5n'i  — a/iÉ  4-  5«'  — ai)  ^ 

a 5n'  — an  L4-  nP'cos  (5n'«  — ani  4-5/  — a»)  f 

4-  A cos  (5n'r  — Snt  4-5/  — 3i  4-  /)  • “ ( (U) 

— eh  cos  {Sn't  — anï  4-5/  — ai  — • 4-  «T)  • I 
4-  eh  cos  (5n'i  — ^nt  4-5/  — 4*  "+■  * “f"  ‘J 

En  supposant  i = — 2 dans  les  formules  (G) 
et  (H) , et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à m 
en  ce  qui  est  relatif  à m\  et  h en  7i',  on  aura  des  for- 


172  THÉORIE  ANALYTIQUE 

nmles  an^jogues  aux'*  precedentes  pour  déterminer 
les  inégalités  du  mouvement:  de  Saturne  troublé  par 
Jupiter.  • . ' - ... 

On  trouvera  ainsi  . , , . : 

5n'—an\5n'  — an  du'/ 

mn'  / i5n'  , .p,  v 

■7 ( r"7 n P4-2rt  ’-7~7  )cos(5n  t — anï-f--^*  —2i) 

i — a/l  \5/i  — a/l  da  J 


5/i' 


-h  aV  sia  (^/l't  — a/if  -4-4*^  — a*  -f-  J^) 

c7i'  sin  (5/i7  — a/l/  -{-  5*'  — ai  — -4-  iTO 


(M) 


-h  (3/i'/  — a/l/  4-  3/  — a*  + »'  4- 


£r[ lom/i^  r rt'P  sin  (n/i'Z  — a/i/  5»'  — ai)  "1  . 

a'  5// — a/l  1_4-  «'P' cos  (5n'i  — a///  4-  5i'  — ai)  J 

4-  h'  cos  (4/i7  — a/l/  4-4*^  — ai  4-  «^0 

— e'/t'cos  (5/i'z  ~ a/iZ  4-  5i'  — ai  — 4-  J'O 

4^e'^'cos  (3/i'z  — a/;z  4-  3i'  — ai  4*  4-  ^")- 


(N) 


59.  On  doit  observer  que  les  quantités  P et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs , soit  que  Ton  considère 
l’action  de  /n  sur  m,  soit  celle  de  m sur  m',  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

I 

\/  (ar'— x)>-f  (y 


la  partie 


zz' 


ne  produit  liucun  terme 


de  l’ordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l’argument  — 'int , en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R que  du  développement  de 

la  partie  [(x' — — z)]"*  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

• Il  suit  de  là  que  si  l’on  ne  considère  dans  cTp  et 
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que  la  partie  qui  a pour  diviseur  et  qui 

est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs , on  aura  entre 
elles  la  relation  • 


5mn*a' 


OU  bien  en  observant  qu’en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouveniens  de  Jupiter  et  de 
Saturne  , Sn!  est  à très  peu  près  égal  à 2«,  et  que 

n'  a* 


y' a 
m a! 


équation  d’où  l’on  conclura  la  partie  qui  a 
(5n' — 2n)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  (i'v' y et  réciproquement. 

Cette  équation,,  d’ailleurs,  n’est  qu’un  cas  parti- 
culier d’une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m et  m',  troublées  par  leur  action 
mutuelle , et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires , parce  qu’elle  peut  servir 
soit  à déterminer  l’une  par  l’autre  ces  inégalités,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques , soit 
à vérifier  leurs  valeurs  lorsqu’on  les  a calculées  sé-r 
parement. 

On  peut  démontrer  à priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R relative  a l’action 
de  m sur  m',  on  aura,  n°  4^;  livre  II, 
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Ç’  = — ’^an  fdtf d'R , 
Ç'  = — 5a'n'fdtfæK\ 


les  différences  , d''K'  se  rapportant  dans  chaque 
formule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D’ailleurs,  en  faisant  pour  abréger 


■ I 


A = [{x' — xY  4-  {/  — jr)‘  + — ^YT^ , 


on  a 


R = /w' 
R'=  w 


xx'  -hj-y  -f-  2z'\ 

J* 

XX  -hj-y + 


Si  l’on  multiplie  par  (M+77z')m  la  première  de  ces 
valeurs,  après  l’avoir  difïèrentiée  par  rapporta  x, 
J- et  Z,  que  l’on  multiplie  de  même  par  (M+/n)w', 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à a:',  j',  z',  qu’en- 
suile  on  ajoute  ces  deux  produits,  on  trouvera 


" . / - x'dx-t-y'dY-i-z'dzS 

(M+mOmd'R  4-(M+m)m'rf"R'=^M+m')mm'  'A ) 

xdr'-{-ydY*-^idz'\ 

-"75 )■ 


-f-(M+  m)mm*  — 


Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses,  perturba- 

trices , ce  qui  permet  de  faire  p-  = — ; 


x'  d^x'  y ^ d^y 

dt^  * dt^ 


etc. , on  aura 


_JÉ 
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md’f.  + m'd"W  = mm’d  . (a  + 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

m/iH  + m'/d-K  = mm'  ( 

Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  Ç et  de  qui  dépendent  d’un  argu- 
ment donné  i'n't — bit,  et  qui  ont  (iW — m)*  pour  divi- 
seur. 11  faudra,  dans  l’équation  précédente,  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  iV — puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  Ç*  et  de  Ç'.  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l’équation  précédente  ne  Contient 
aucun  terme  semblable,  tant  qu’on  n’a  egard  qu’aux 
quantités  de  l’ordre  du  carré  des  masses;  en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura<  , , 

m f d'K  + m'f d'^K  = o.  > 

Si  l’on  intègre  une  seconde  fois  cette  équation , et 
qu’on  substitue  pour  fdtf  d'K  et  fdt leprs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i5) , on  aura  - ‘t. 

m’arû^  -f-  m'a*nX’  = o , ^ • 

* * . * * 

ou  bien  en  observant  que  n = a"»  et  n!  =r  , 

• i 

m v/ôÇ  -f-  m!  \/a!  Ç'  = o , 
d’où  l’on  tirera 
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Lorsqu’on  aura  calculé  les  inégalités  de  ^ qui 
ont  {iJi  — iny  pour  diviseur , celte  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de 

La  relation  précédente,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à longue  période  de  deux  planètes  soumises  a 
leur  action  mutuelle,  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  variations  séculaires  des  élémens 
elliptiques  d un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

4o.  Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  : l’expression  de  R contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 

cos(5n't  — int  -|-  5e'  — 26  — co  — 2IT),  ' 

N^*^e'A*cos(5w'^  — -f-  5e'  — 26  — &)' — ail). 

En  vertu  de  ces  termes,  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude,  n®  36. 


5/i' — a«  L e'xlNC*)  sin  {pn! i — + 5*'  — 3»  — u — n) 


En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à m dans  ce  qui  est  relatif  à et  réciproque- 

ment , et  eu  observant  que  et  désignant  ce 
que  deviennent  N^®^  et  relativement  àzw',  ou  a 

N'Co)  ~ ^ ^ N^'^,  on  aura  pour 

l’inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 


%m  an 


e?JN<o)  sin  (5n't  — 3//i  4-  5t'  — 3*  — a — Tl) 


de  m! 
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.r±  r «in  (4„'i  _ ^nt  4.  4,'-.  _ nn 

5«  - m'  L -f-  e'xNfO  sin  (4«'/  _ + 4.'^  „ _ J, 

n désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  noeud  de  l’orbite  de  m'  sur  l’orbite  de  m.  ^ 

Ces  inégalités  peuvent  s’élever  à 4"  à peu  près  pour 
Jupiter,  et  à 10"  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons , qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 

On  a vu,  dans  le  n"  33,  que  la  valeur  de  in- 
troduit dans  l’expression  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  — tang  <p'J's  cos(p,_  fl),  en  subs- 
tituant donc  pour  J's  sa  valeur,  il  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  l’angle  5n’t—2nt  qui  devra  être 
ajouté  à la  grande  inégalité  qui  affecte  la  longitude 
de  ih;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 


4i  • On  déterminera,  au  mojen  des  formules  prece- 
dentes, toutes  les  inégalités  de  l’ordre  des  cubes  de.s 
excentricités  et  des  inclinaisons,  qui  dépendent  de 
1 angle  5n't  2nt,  et  qui  j:æuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitudes,  les  latitudes  et  les  rayons  vec^ 
leurs  de  Jupiter  et  de  Saturne , . en  vertu  de  la  com- 
mensurabilité  approchée  de  leurs  moyens  inouve- 
mens.  Comme  les  inégalités  du  mouvement  en 
longitude  sont  très  considérables,  il  sera  nécessaire , 
dans  dV  et  d’avoir  égard  aux  variations  séculaires 
des  élémens  elliptiques  de  ?n  et  de  m' ; pour  cela 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités , à la  place 
de  et  de  ^ P , on  substituera  les  séries 
Tome  lll. 


12 
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7,adŸ  ZadŸ 


(5n'  — in)dt 
o.adV 

(5n — ^n)dt  (5n' — - 2«)</£  ’ 


\5n — ^n)dt  ' 
lad? 


et  Ton  de'temiinera 


les  différences  4"  > 

at 


dr  * 


U 1*  ' A* 

y comme  on  1 a explique  n®  29.  • 

42*  D’après  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  Snt — o.nt  doir 
vent  se  reproduire  parmi  les  termes  du  cinquième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli7 
naîsons,  et  la  petitesse  du  diviseur  M — 2n  oblige 
d’avoir  égard  a ces  termes.  Il  sera  facile  de  les  déter- 
miner par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
l’on  aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
cinquième  ordre  de  la  fonction  R qui  dépendent  de 
l’angle  ^n!t  — pour  cela  il  suffira  de  faire  /=5 
dans  l’exprCvSsion  de  R dun®  16.  On  aura  ainsi 


R = M^‘*^COs(5w'f-— 2«<-4-5é'  — 

-f-  COS  (57i'^  — 2/Z^+5é'—  2£  t—  3 ûe>) 

-4-Ô^P*^<X3S  {3n!t 26 /U'.—  20>) 

^]VIWc08  2n^  + 5€'^26-^2fi7' tù) 

> -4-M^^^cos  (57î't — 2n<-f-5e'^2gH— 5&)9  • 
cos  (5«'i — 'int  -j-  5«' — 2«  4^ 

■ *4-  «08  {Mt — îint  -j-  2fe 

cos(5n'<  — — 26—^  *-20) 

cos  {5n*t^  27/)f-f“56- 26 — ^ 'o'— ' 211) 

-f-  cos  (5w'i tmt  +56'—  26  + 2«'-2n) 

+N^'^^  cos  (5n7  — 2n^ +5e' — 26+  — 411) 

+N^«  cos  (5«'<  — 27l/-f-  56'— 26+  «—40). 


—SC*.-. 


DO  sysTiMfi  iw.  wenflE. 


et  poiirdéterrniner  les  quantité!;  M^'^,  etc. , ctn  aura 


t 
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tvtftb'*)  l-,-'  Jj/’.rJ.  ,A  ; <<■*?*,!  d***?tN 


i8i 


ivb  ((  . . li/f  mI)  nî^>i-  /.  5 

1 m I ^ ,0)  ft  ' ï 5 1 

) 'J  r J rfi',”- '''<^4**’■"rf•if^•f 

-'îOT  aè  ) ■ ^ 


- “>in;viii.,v  fttohT  ) 


H*  -'/-/*..  y».  * J-i 


— -ÿ — y 8ioû3'-f.a3*--; 18«*— J — 

138  J <ict  ^ dtt^jik 


«'N(*;sss/  >/î  t 


2 J 

ft  J I 

<t* 


ft,) 


</«* 
<>) 


;^^^(s)_3o  . ) , 

V 64  V » c/«  dtL^  dA*  J ' 

iC  V - — . ' -» 

<^0)=:  V 855î  — 85*—r5 2î«»-t-^ «» — i-  7. 

Y.,  \ 5 d^  • ^/«s  • At,  y» 

'im  90  ^^  ■..  ' 1/  .‘t:i;’  - (o\^  ,b  ...  J'  ;:,-r  Y HV 

(,  /«  ’ "1 

V.  fl  —- Â 


3m^«cVx4 
356 


' W ■ ? ■■  ’ ' I 

i'J  r>  hi  /: 


i 


«'N<»)=— 


STOVéX^  ' 


aS6  ■ 4».  — io{j4jl -14>  iâ  \aJKiti!Kfîîïoiîi 

St  Ton  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  Fexpressîon 
de  R en  sinus  et  cosinus  de  rangle'5n'^ — an^+5i'-*- ai^ 
on  donuérâ  à cette  fonction >la  formel-  ’ ’ 


iJ9  R •'jn'î  ^ 


ni'Q  sia  (5wV — 2nt  4- 5t'  — 2g) 

4-  /»'Q'cOs(5«74-  2U<  4-5g' 2€)  , 

t (ivC  — - S\  T.  VJ  ' ) 7 i 

et^urdétermîner,Q'onaurap4:  èrh:f  c T ijji 

*'  CO»  (4«  — »0  a'M<0  CO»  3«  -f-  a'MW  cos  (t/+  a»)  ' H 

r ! ’+*  o^M(*)cos  (3«»'-f-  «*)  + rf'MÇO  cba  3»'^  a^(*)  cos  (4»»  -—  »)itib 

**■  ^•“•0-l-a'N<')co»(3n+»)-f.û'N(*)co»{3n-f.«') 
>'  +a'N<»)cos(an^dH^*0rH^<<>co8(4n— i/)H-a'N(*)cM(4n—a»), 

î i J . î . 

èt'Q  sera  dohi^e  jpar  la  même  équation  dans  laquelle 
on  changei-^  le^  cpsiiius  en  sintïs.  %ci]  ‘b 


^r 


J : , F : \\ 

, "'y 

> 1*4  - /•  . 
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ïlrti  sftbstltu'îtfit  ces  valeurs  à la  place  de  P et^P'  dans 
le^  formi^les  (K) 'et  (L),  on  aura  là' partie  de  la 
longitude  et  du. rayon  vecteur  de  Jupiter,  du  cin- 
quiènâe' ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  rela- 
tive » l’angle  Sn't  — 2int, 

Les  inégalités  correspondantes  de  Saturne  se  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  . moyen  des  for- 
ilpules  (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  cjue  deviennent  Q 
et  Q' par  rapport  à Satui^tie,  on  aura  relâtiven>enl  à 
l’action  de  Jupiter  sur  celle  planète  ,, 

R'  = 7ùQ,  sin  {5hU  — ^nt  56'  — 2g) 

. -j-  /»Q\cos(5«'^  — 2?ii  ^ Si  ^ 2«). 


♦ 

On  substituera  //l'Q,  et  mQ',  a la  place  de  mP  et  de  mP' 
dans  les  valeurs  de  dV'  et  de  cTr^,  et  l’on  atira  les  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  l’angle  Sn't  — 

..  Conune*. cette  partie  des.  deiix  grandes  iné^hés 
de  Jupiter  ;6t-de  Saturne,  est  peu  considérable'  i^la^ 
tivement  à celle. que  nous  avons  déterminée  dam 
le  numéro  précédent,  on  pourra  se  .borner  à en 
calculer  les  termes  principaux.  Ce  sont  ceux  qui 
sont  affectés  Ju  très  petit  diviseur  (Sn*  — un)* , et 
qui  sont  introduits  dans  réxpl*essiOn  de  la  lori^ltudé 
par  la  variation  du.^raoyen  mouvements  On  pourra 
donc  ici  supposer  simplement 

I**  . _ ^ ^ -,  - “ » . * * ' * *' 

JV  îtts  --i  Sajndtfd*K , - * 


, , y'ù  i i 

• Tl  ' !• 

et  par  conséquent  Oh  àürà  èrtèoré  èritre  lés  ternies  dès 
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deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  la  relation  ordinaire 


J'v 


» f 


d’oil  Ton  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  déterminée. 

Il  est  aisé  d’ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé- 
dente dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effet, 
d’après  la  nature  de  la  lonction  /üR  ,vles  termes  de 
son  développement  qui  renferment  la  quantité 
et  ses  différences  sont  les  seuls  'qui  ne  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité 
est  la  seule  dont  les  valeurs  différeront'  dans  les  ex- 
pressions en  série  de  mR  et  de  mK\  Lorsque  l’on  con- 
sidère l’action  de  m'  sur  m on  doit  faire,  24 f 


a 

et  dans  le  cas  où  l’on  considère 

a • a**  ’ 


l’action  de  m sur  m\  il  faut  faire  = -3 Si 

a et* 

J’on  suppose  donc  simplement  A^*^  =::  ~~  , on  aura 

rigoureusement  /nR  = m'R',  et  par  conséquent  Q=Q, 
et  Q'  = Q,  ; il  faudra  ensuite  dans  les  termes  dépen- 

dans  de  A^*^  et  de  ses  différences , faire  A^*^  = — , 

ce  qui  ajoutera  à la  valeur'  de  la  quantité 


1 
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— ^ ^ quand  on  considérera  ractîdn 

0 

de  m sur  m' , il  faudra  faire  = — — , ce  qui 

ajoutera  à la  valeur  de  la  quantité  ^ m'  ^ 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouveinens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  a,  à très  peu 
près, 

5oo  . 5i25 . 4* 


* /I  * ^ 

En  effet,  = ~ , et  comme  5n'  est  à fort  peu 
près  égal  a an,  on  a — = ^ ; par  conséquent, 

t 

5oo  = 5i25  4t  = 5’ 

a a ^ 


La  valeur  de  est  donc  la  même,  soit  que  Ton 
considère  Faction  de  m!  sur  m,  soit  que  Ton  considère 
l’action  de  m sur  m\  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
'Excentricités , deviennent  donc 


6m' n*  C a(^S\Xx{Sn!t 27Z^-|-5ê'-2g)) 

(5/1'— 2n)*  ■ t — aQcos(5/iV — 2g)  j * 


f,  , i5mn*  J a'Q'sin(5«7 — 2/î<+5g' — 2g)  I 

^ (5/i'  — 271)*  * I — æ'Qcos(5/i'< — 2/z<4-5g' — 2g)  j 

Et  Fon  pourra  conclure , par  conséquent,  la  valeur 
précédente  de  de  celle  de  cTt^,  en  multipliant 


celle-ci  par  — 


5mn'*a 
arnn'^a  ^ 


ou  simplement  par 


a 

m'V/  a 
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45.  On  rencontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre  , à 
laquelle  jl  faut  également  avoir  égard  , parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes,  rend  très  petite  la  quan- 
tité nt  — 4'^'^  , et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent , les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d’importance , il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
( n — 4'^  )*>  introduites  dans  l’expression 

de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre  , on  aura 

J 

= — ^an fdtf  rf'R. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R on  n’a 
égard  qu’aux  termes  qui  dépendent  de  l’angle  — nt 

et  qu’on  suppose 

R = TTz'Psin  {/^'t  — nt  -f-  — g)  '■ 

' ’ * -f-  Tn'Vcos[/(n’t  — nt-^  /(è'  — g) , 

on  aura  > i 

1 

^ 3m  V j*  aP'8În(4/2'« — nt~^^i' — g))  ' 

. ^ (4«  * I — ^^Pcos(4/^'^ — nt  -1-  42' — «)]* 

; En  faisant  / = 4 dans  les  formules  du  n".  7 , on 
trouve 

■ ■ f 0 

ili  ;i.:  ’ ‘ ^ J ■ ’ ' . 
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-t^'N'o’eA*  cos(^’t—  nt+’4t'i^t  -^'é  ai  inp 

" I <_1^  N‘- Va*  cos;(4«'< —nt  -fe4s'-r  »' — 

- î f 1!  . : ; ^ J * iîij  n /;ib  '&>  i i ; , , jiy ♦ ^ U:^ a po^M ffj;) 

Et  pour  déteroûaer  M^®^,  { ^ P»  , i a*^ 


SI 


U if^.,  àv.^4 

111  i'I-  ■ii»j  ^;>i  ' (»i  dbt^'.iSf*  ^*^1 


/ ^ î*  t I 

/T»t«»  "*  ! ^ > <~â 

\^  14^ — — 


i <y*  fjuij 


rtW*)=. 


m'<e 


îg”v®4*‘*’ 


tV'  d-i?’ 

£î..+,7i.2iiL.+ ,»_L  /,1»*i 

Ja  d<t*  -ï-v  ‘ 

► f ' ' 


«'N(')= 


m ce 

”Tg" 


/ „<•)  \ 

( „ (.)  ‘^i  \ 

V ,®*5  + * ~sr/ •' 


* I 


En  comparâbt  la  valeur  précédente,  de  R à celle 
que  nous  lui  avons  supposée  , on  trouvera  v 


m'rt'P=x4»'M<“)«*  «in3û»-f-a'Mt‘)tf*o'*in  ^5ia»-fi  «')+ (aaj'-f-a») 

-f-  a'M(*)e'*sin3û»'-f‘<ï^NC")cx*  sin  (a  -f“2n)4'a'lS^*)«'^*«in  {ê/<'  -^all), 

>4  ■*  * 

et  Ton  aura  pour  déterminer  m'a'V',  la  même 
équation  , dans  laquelle  on  changera  seulement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres  , et  en  subs- 
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tittuml  cjpsuil©,f)Our.|*5P  J et  leurs,  valeurs  dans 

rexjpressioii  de  on.  aura  sans  difficulté  la  partie 
principale  derinécalité  de  Mercure  produite  par  l’ac- 


tioii  de  la  Terre.  Cette  inégalité,  au  reste,  ne  s’élève 


guère  à plus  d’une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
valëuri  les  termes: que  nous  avons  négligés  peuvent 
donc  étr*e  omis  sans .erreur^sensible.  ci1  - / ^*k  v < 

dans  la  théorie  de  la  Terre  troublée  par 
V^os  une  inégalité  dépendante  de  l’angle  Snt — 1 
et  par  conséquent  du  cinquième^  ordre  par  ^rapport 
aux  excentricités  et  "aux 'inclinaisons,  à laquelle  il 
faut  avoir  égard  , paFçéTqué^8^ — î5n'  est  une  très 
petite  quantité,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes.  En  ettet , 
l’excès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  celui  de  la  Terre  est  d’^ïivireii  la 
pai'tie.du  moyen  mouvement  annuel  de  la>Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à utfê  . inégalité  dont 
la  période  est  de  2I0  ans  environ  dont  rinfluence 
est  très  sensible  lorsque  Ion  compare  entre  eux  des 
lieux  dû  Soleil  observés  à dé  longs  intervalle*.  Pour 
la  déterminef^’  supposons^' que  m soit  Vétie 
Terre;  comttte  cette  inégalité  est  peu  coiisrdérable , 
QU  peut  négliger  les  termes  qui  n’ont  paa(  t3f^^'*^^8/î)* 
pour  .^iviseifr  alors  ^sij’o  suppcwe  ^ rVs'  ^ 


(Oc-- 
(Uh 
•(Hè 

on  aura 


R ==7nT  gin ; i 5H'i^Snt  + 1 5/  -^‘8é) 


8 *rr*  3 f 1 -f»  ——  i ' 


iVi'jVffOll  00 
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' a^mV  ‘ f *flP'sin(i Si'*— 8i)) 
(i3n'— 8n)‘  * 1 -^aPcosf  1 8i)i  * 


•aPcos(  1 5n'<-^8/ii^r5f '---8i)J 
‘ 39mn"  f û'P'sin(i  W«T-ëwf^i5/-8f)|  ‘ 

^ (1 3n'~  8n)’  * t — aTco^  I Zn't — S/z^-f-iSg'-èg}]  ’ 

les  valeurs  de  P et  P'  étant  les  mêmes , soit  que  Toa 
considère  Faction  de  m'sur  m,  soit  que  Ton  con- 
sidère Faction  de  m sur  m',  et  iM  étant  à très  peu 
près  égal  à 8n,  on  aura  entre  J'v  et  J'p'  Féquation 
ordinaire  de  condition 
- ^ i/T 

m'  [/  a' 

En  faisant  /=  i5  dans  les  formules  d.u  n®  g,  on 
aura 


R = M^®^e*cos(i5«'< — 8w^*4"  8i — 5co) 

^ M^' Ve'cos( I — 8nt-{-  i3f'  — Si — 4® — cà)\ 
-j-  M^*Ve'*cos(i  Zn't  — Snt-]r  1 3g' — 86-—  3a — 2û?') 
-f-  M^^^e*e'^cos(  1 3n7 — Snt  -|-  1 3 g' — Si' — 2û? — 3a') 
-f-  cos  ( 1 5n't — Snt  -4»  1 3c' — 8g — a — 4^0 

-4-  M^*V*cos  (i  5n^t — Snt  -|-  1 3g'— 8g — 5a') 

-f-  N^®^e*A*  cos  ( 1 5n't  — 1 3g'  — 8g  — 3a — aO) 
-f-N^*^e*e'A*cos(i  3«'< — Snt-^i  3g' — 8g — an?' — a'— afl) 
-f*  N^®W'*A*cos(i372'<  — 8n«"f-i3g' — 8g— c? — 2û>'-3I1) 
-f*  N^*V*A®cos(i  5n^t  — Snt  -+- 1 3g' — 8g— r-  5a' — afl) 
-f-  N^^^eA  ^cos  ( 1 5n't — Snt  -|-i3g'— 8g  — a — 4^^ 
-f-  N^*Va^  cos ( 1 5n'i  — Snt  i Se'— 8 g—  a' — 4^)* 

etFon  trouvera 


Digitized  by  Google 


du' SYSTÈME  DU  MONDE. 


i8j) 


«Ti!W=  — 


ï-  - 


■ m'* 


.<•») 


(■*) 


385oag^&i  +980847*—;/ — h 975ao«»  — 

• O*  uct* 


47oo*> 


% 


w;’> 


+ IIO*< 


- + 


•*  dit  y » 


a'MC)  = 


m' 

768 


(»•) 


(«•) 


00 


4067403  +io43368<  — " — hio3ao8et*  — 


(19) 

dib\ 


49aoct^ 


+ it3*< 


dcL* 


a'MW  =■ 


m 


(••> 


384 


(•«) 

(.1) 

4087690^1  +1106667* — -J ^109170*' —-2 — 

ï “*  a**  « 


d^b] 


<“) 


d*b, 


(*  0 


+ 5147*’-;^+  ' 


16*4 


+ « 


’ J’ 


^4506953  ^+1170595*— ^—+115417**-^^^— 


(10) 

db\  ' 


d>b] 


<10) 


538i<.> 


i 


ii9«‘ 


dat,^ 


fl'MO)=— ^47209175/^+1040936* -^+101948** -^2_ 


db^r 


d*b\ 


(9)  . 


’Vl 


+ 56aa»* 


M 


dct^ 


+ iaa*4 


*»4  i 


a'M(*)=  r 


d>bf 

, .c» 


m' 


384o 


C*) 

db\  d-b] 

4gaaat55i  +i3ii366* — -/ — ^.128770**——^— 
i “*  a** 


d>4^ 


+ 5870.>‘.^+u£i.* 


d<>\ 


m^*  { 


aW)=--2- 
t 96 


<tT»J(*)=:  ^^^io33o53  '+1468*—^- }-68* 


(*») 

8468  53 

a 


<«■> 


dbs  • 

•1284*  ■ • +63a* 


(•  0 
db^ 


<*■4'”  d>6<r^\ 
'^^^'■-dk-J  > 
*4“  rf»4‘‘\ 
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m'ct  * 


rt'j\(*)=— -5—  V ,121496s  -4-j675<t 


d34“»'  , 


«'N(3)  = 

\ 


3m'ci»  { ,(*«> 

a'R(<)  = V 2065  -t-  <t 


n, 


•^V +“-5iT-7  *' 

4-'’S  . i <-'4^r 

a j ' ^ 

4m.  ^ / U\  r..,^nyk^  j y «(*>f/j 

*.-  / o"7  '?. 


aô6 

3m'a*  I ,C‘®) 


(io\ 

*^4  . A'i 


'>1  ' -v^  '*TUI>tiO- 

Ea  comparant  entre  elles  les^deux  expr^io'nspré- 

cédentës  de  R',  'on 'aura  ’ 

nt'a'P'=  a'M(.^)fços  5*-f a'>I<Oe4c'co*  (4«»+^')-^'M(*)c3e'»cos  (3»4-2»') 
-f-  a'M  (^>e’e'3cos'(2»4-3»')+fl'ÎM<Oee'4cos(®4.4»')-Nï'^(*>e'*co8  5»* 
'4«<*^N(°)c3a* cos(3»4.2n)+rt'N(')e*e'x*cos  (4» an)*'  ^ 

-,  + aT\i(»V3xfcoB  (3«^  WM'n 

/ ■4'  «'TNT(4)ex4  C08  (•»  -f-  4n)  + rt']\l(?i<î'x4c,os  (a>'-f-  4n)  : 

et  ’pottr- déterminer  P il  suffii»  dé'di'angerjdans  cette 
équation,  les  cosinus,  en  sinus.  ^ 

En  substituant  ensuite  ees  valeukrs  d^hs^ 
sions  de  <Tv  et  de  cl\v  » aur^  la  partie  la  plus  sen- 
sible ,4es  inégalités  de  4a  rT^rw  et  d^  V4énus,  résultant 
de  ’leur  actiqn  réciproque  et  dépendante  de  Tangle 

Le  calçul  na  df  difficultjç^  (pe  son/e^rtreme  Ion- 
gueurf  C’çÿ  à M.  J^îrj,  savant  professeui^de  Univer- 
sité dé  GæteibridgeJ' que  ÎW  doit  la  découverte  de 
rjifiégalité  pri^édente.'Û'est  remarquable  que  la*]^n- 
cipale  partie  du  coefficient  de  <»tte  TnégaJ^,nqar^ 
Iqve'^^  près  -de  pouf  ^vénus , et  2''  seulement  pour 
K T0rji*e>  ré$ii^  àtsip^^  dq^iodiHél» 
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son  mutuelle  des  orbites  termes  que  Ton  n avait  pas 
suffisaoiment  considérés  jusqu^ci,  eti  parmi  lesquels 
on  avait  même  cru  pouvoir  négliger  lout-à-fait  ceujç 
qui  renferment"  les  puissances  des  inclinaisons ^supéf 
rieures  à la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique- 
ment des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte , en  vertu  de  la  position  actuelle  des  péri- 
hélies des  de ux^  planètes que  leur  ensemble  ne  four- 
nît qu’un  résultat  à peu  près  insensible.  On  voit  par 
cet  exemple  qu’il'  était  nécessaire  de  donner  au ‘dé- 
veloppement de  la’*  fonction  R toute  l’étendue^à  la- 
quelle nous  l’avons  portée,  et,  en  même  temps,  que 
nos  formules  suffisent  jusqu’à  présent  à tous  les  cas 


qui  peuvent  se  présenter.  * 


r»3 

üiii 


45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rayon^ vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  w,  en  portant! l’ap- 
proximation jusqu’aux  premières  puissances  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons; -ce  qui  suffit  dans- la 
plupart  des  cas.  Au  moyen  des’ fonnules  précédentes, 
on  pourra  pousser  les  approximations  aussi  lodo 
qu’on  voudra;  et  nous  avons  donné  y en  particulier, 
l’expression  des  termes  dépendans’  du  carr^  des  ex- 
centricités çt  des  inclinaisons,  éi. celle  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en;  tenant 
même  compte'des  termes  du  cinquième  ordre*  Il  est 
rare  < que^ilcs>  besoins  ■ de"  l’Astronomie’  exigent  ? tda- 
vantage;  on  aura,  en  tous  cas, -recours  aüx  &>miuies 


générales,^  et  les  considérations  .qui  obligeroi^  de 
calculer  qiielque  inégalité  nouvelle,  :serviroiit 
faciliter  la^détemri nation.  iLes  diverses* inégalités  de 


! 


m 
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r,  s,  ainsL'calculées,  s’ajouteront  l’une  à l’autre,  en 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui*  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  l’on  aura  pour  le  rayon  vecteur,  pourra 
longitude  et' 'pour  la  latitude qdans  l’orbite  trou- 
blée^/'’' f- 


r + cTr,  -I-  ^ 

m 

où  r,  if,  s,  désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
lia  latitude  dans  l’orbite  elliptique,  et  cTr,  cT^,  la 
somme  des  inégalités  ^dont  ces  trois  expressions  sont 
affectées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 


— nt+s'—e)  + gnt  + ge  + A] , 


sin 


g étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro , et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
l’ordre  g,  ou  d’un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités.  • ; , 

En  effet , il  résulte  des  lois  du  développement  de  la 
fonction  R , et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d’un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi  les  termes  de  l’ordre  g,  elle' ne  se 
présentera  plus  ensuite  qùe  parmi  les  termes  de 
l’ordre  g-f-a,  g -f- 4,  etc.,  et.  ainsi  de  suite.  On 
pourra  donc  juger  facilement  à quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d’un  argument  donné.  . r 
: Chacune  des  planètes  perturbatrices  m! , m!',  etc., 
produira  des  termes  semblables  aux  précédons -,  et 
la  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la' valeur  corar 
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plète  du  rayon  vecteur  de  m et  des  inégalités  de 
son  mouvement , soit  en  longitude , soit  en  la- 
titude. 

Dans  l’un  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes,  relativement  aux  sept  planètes 
principales,  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
sufHsante,. la  détermination  de  leurs  principales  iné- 
galités. 
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CHAPITRE  IV.  ‘ 
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Inégalités  dépendantes'  du  carré  des  forces 

perturbatrices. 


46.  On  est  quelquefois  obligé , dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires , de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  l’avons  fait  jusqu’ici , et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
l’on  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  effet,  d’obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d’une  planète,  lorsque  l’on  connaît  les  inégalités  cor- 
respondantes de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n’aura  pas  niême  à craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à leur  usage , parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à avoir  égard  à quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d’en  négliger  le  plus  grand  nombre, 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n®  61  du  livre  II , 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  gi'and 
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axe  èt  du  moyen  mouvement  ; en  ayant  egard  aux 
termes  dépendans  du  carre  des  forces  perturbatrices, 
déterminons  de  la» meme  manière  les  variations  cor- 
resfiondantes  des  autres'  élémens  de  l’ôrbite  ellip- 
tique. Pour  cela  en  indiquant  par  cT  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses,  il 
faudra  pdans- les  formules  qui  donnent  les  variations 
des  élémens  de  lorbite  de  m (n° 42 , livre  II),  substi- 
tuer à la  place  dèsiélémens  que  ces  formules  renfer- 
ment .leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
cTe,  etc.,  et  à la  place  de  R , en 

nommant  <J^R  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à celle  des  élémens  de  l’orbite 
elliptique  que  celte  fonction  renferme,  et  dépendante 
simplement  de* la  seconde  puissance  des  forces  per- 
turbatrices : en  sorte  qu’on  a 

I I i J * * 


r/R  , r/R  ^ ^ ^ ^ ^ ^ . r 


dtf 


de' 


du 


df/  ' dg' 


Nous  avons  désigné  par  d'K  la  différentielle  de 
la  fonction  R prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée , et  sans  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ; lors  donc  qu’on  aura  substitué 
à la  place  des  coordonnées  de  m et  de  m' leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites, 
augmentées  de  leurs  variations , on  aura  la  différen- 
tielle tf'(R  -f-cTR)  de  la  fonction  résultante,  en  diffé- 
rentianty  par  rapport  au  temps  introduit, ‘par  les 
coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leui's  va- 
riations, sans  faire  varier  le  temps  dépendant  des 

i3.. 
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coordqnnees^dé  la  planète  perturbatrice -.Jqia  de  leurs 
variations  , a *’été  ;dît‘ n?  Go 
liyre'II;  Quàfli  aux  dlflerences  partielles  .de. la  fonc- 
tion R4-cTR  relatives  aux.élémens  de  l’orbite  ellip-r 

' ' ' .,**  ••'* 
tique,  qui  entreront  daitsdes  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  cès  élétnens,  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra , désignons  pour  un  mo- 
ment par  R cette  fonction  , et  par  a = a -f-  JV?  l’uii 
quelconque  des  élérnens  de  l’orbite  de  m aug- 
menté de  sa  variation . ^ sera  la  quantité  qu’il 

• da 

faudra  substituer  à la  place  de  ^ dans  les  for- 
mules du  n°  t\i  du  livre  II,  lorsqu’on  aura  égard 

aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses , mais 

— . • 

il  est  clair  que  la  valeur  de  est  égale  à celle  de 

da 

dans  laquelle  on  substituerait,  à la  place  des  élé- 

mens  de  l’orbite , leurs  valeurs  augmentées  de  leui’s 
variations;  en  sorte  qu’on  aura  i . 


dK  dK  , J,  dK 

— = -J—  -p  a • 

. da  da 


da 


Or,  d’après  la  valeur  précédente  de  cTR,  il  est  aisé 

de  voir  que  l’on  a ' 

i • ■ » 

O’  — ’ 

'^•da  — da  ' . . . 

^ 1 1 l,  -j-  I • 


I I 


la  différentielle  de  cTR  relative  à <2  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante. /a  introduite  par  la 
substitution  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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tle  /n,  et  en  regardant  comme  constante. celle  qu  in- 
troduisent les  variations  de  ces  *côordon nées,  aiusi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice rn! . 

Il  faudra  donc,  pour  avoir  égard  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses,  substituer  dans  les  for- 
mules du  n®  42,  livre  II,  à la  place  des  élémens  de 
l’orbite  de  iriy  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  et  mettre  ensuite 

R -|-  cTR  à la  place  de  R,  ^ ^ place  de 

— , et  de  niême  pour  lés  différences  partielles  rela- 
tives aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  différentiera , par  rapport  à la  caractéris- 
tique dT,  les  formules  du  nurnérg  cité,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  cTR, 
relatives  aux  élémens  de  lorbite  elliptique  de  w,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  , 
^o! y etc.-,  qui  entrent  dans  l’expression  de  «TR, 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  on  trou- 

vera 

da-=  2a*(^^'dTR  -f-  /yad'Kf  d’K) , 

ds  = ( . - vT=^)  0^-a^^fdR) 

dl\ 


-^-andtfi — - — ^ 

\ e*l/i e*  ^ “« 


(>) 


(a) 


^ ->î- 
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C • ‘ V . i 

andt  v/ 1 — e“  /</. <TR  <*•  ^ * 

e \ d«  J 


(5) 


L\  e*‘ i-<?v  / I 

d^^ondtV^^  _ a g /^'R  ) 


andt 


cTef, 


(4) 


e’  I — I 

1 andt  /d.S^  ^ r nn\  , ^^dt  n dK 

J andt  /J.^R  </R  rn\y\ 

Tp  ^y- 


andt  » </R  //'\ 

3.eJ'e.^.(6) 


Enfin  , la  formule  (4)  du  n®  61  du  livre  II,  en  ob- 
servant que  Ton  a ' ' 

Jld'Kfd'^)  = 1 (/^'R)% 

donnera,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement, 
= — ^andt f d'J'K  -f- 1 a*ndt  {f  d'Ky,  (7) 

Dans  les  formules  precedentes,  il  faudra  substituer 
à la  place  de  «Te  sa  valeur  déterminée  par  l’équa- 
tion (5)  du  11®  4^  du  livre  II  ; et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l’orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n’avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
‘ tion,  qui  ne  présente  d’ailleurs  aucune  difficulté, 
afin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formules. 

47.  Si  de  meme,  dans  la  valeur  (a)  de  <TR,  on  rem- 
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place  les  variations  finies  'des  ëlëmens  des  orbites  de 
m et  de  m!  par  leurs  valeurs  données' par  la  première 
approximation,  on 'pourra  développer  l’expression 
résultante  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles 
proportionnels  aux  mojens  moiivemensdes  deux  pla- 
nètes, delà  même  manière*  qu’on  a développé  la  fonc- 
tion R dépendante  delà  première  puissance  des  masses; 
mais,  dans j certains  cas,  il  sera  ' préférable  de^  de7 
terminer  la  variation  cTR  dé  la  manière  suivante. 

Au  dieu  de  regarder  R comme  une  fonction  des 
élémens  des  orbites  de  m et  de  7n\  et  du  temps  t,  pn 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l’état  où  elle  est 
donnée  par  les  formules  du  mouvement  troublé , 
cVst-à-dire  comme  fonction  des  coordonnéés  de' la 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Si 
l’on  désigne  donc  respectivement  par  r,  i>,  ^,de  rayon 
vecteur^  la  longitude  et  la  latitude  de  m dans  son  or- 
bite elliptique,  et  par  dV  et  J's  les  parties  de  ces 
coordonnées  dues  à l’action  des  forces  perturbatrices', 
et  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  forces, 
qu’on  désigne  par  les  mêmes  lettres  accentuées,  les 
quantités  correspondantes 'relatives  à m',  où  aura 


. , „ f ^ ^ ^ 4-- /A  t . 

ilr  ai/  iis  , dr  du  ds 

tt  ' * ’ M 'I 


>(hy 

jf 


j,  . ; î,}  . ^ . . 

r La  première ’approximation  par  les  formules  dé- 
veloppées soit  dans  le  livre  II,  soitulans  les  chapitres 
précédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  d'r,  S's, 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  mojens 
mouvemens  de  m et  de  m,  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné, 

dans  le  n°4>  moyen  d’obtenir  les  valeurs  des 

.•  Il  rfR  </R  • t J I 

dificrences  partielles  jp , ^ ^ , exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  cTR  correspondans  aux  termes 
que  l’on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

produits  ^ «Tr,  ^ cette  fonction 

renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^ cTr',  ^ 5,  facile, 

i 

par  conséquent,  de  distinguer  tous  les  termes  de  cTR 
qui  dépendent  d’un  argument  donné , et  de  tel  ordre 
qu’on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  en 

différentianl  par  rapport  au  temps  ^ , introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  d r , , et  en  regardant  comme 

constant  celui  qui  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  et 

; enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  «TR  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique , en  difïérentiant , 
par  rapport  à ces  élémens,  Texpression  (^),.sans 
faii’e  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  cf/’,  d J'v,  etq.,  confor- 
mément à ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné-» 
galités  des  élémens  de  l’orbite  de  m,  dépendantes  de 
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la  seconde  • puissance  des  forces  perturbatrices  ; et 
en  introduisant  ces  élémens- corrigés  de  leurs  va- 
riations ainsi'  obtenues , > dans  les  formules  du  mou- 
vement elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspon- 
dantes du  ray  ou  vecteur,  de  la  longitude  > et  de,  la 
latitude,::  toutefois  , comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des /masses  sont  en  général  trèsi  peu -considé- 
rables, on  m'aura  besoin  d’avoir  égard  qu’à  ceux 
qui , I par  l’effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent I devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ?7i  et  de-w'  un  rap- 
port, tel  que  i'n' — in  soit  une  très  petite  quantité, 
i .et  l'î  représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques-, îles.  inégalités  les  plus  considérables^  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 

- 'J  ' J ,1'.  . • ^ 

mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes,  se- 
ront,* toutes  choses  égales  d’ailleurs,  les  inégalités 
qui  auront  pour. diviseurs  les  plus -hautes’  puissances 
de  cette  quantité:  j j . i 

'’0r,<5'les  valeurs  de  ^ et  de  Ç'  * renferment  des 
termes  dépendans  de  l’angle  zWi — z>z^  , et  ' qui  ont 
(iW — in)*  pK)ur  diviseur;  en  les  combinant  avec 

les  termes  des  différences  ^ (jui  dépendent 

du  même  argument , il  en  résultera  dans  des 
termes  dépendans  de  l’argument  int) , et 

qui , à cause  de  la  double  intégration , seront  af- 
fectés du  diviseur  (z  V — in)^,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépèn- 
dans  du  même  angle , mais  affectés  seulement  du  di- 
viseur {i'n* — iny.  Ces  derniers  terrhes,  quoique,  sous 
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ce  rapport  moins  considerablés  que  les  premiers,  peu» 
vent  cependant  produire , dans  les  expressions  des  ex- 
centricités et  des  longitudes  des  périhélies,  des  inéga- 
lités très  sensibles,  et  qui  ipéme  surpasseront  celles  du 
moyen  mouvement , si  les  excentricités  de  m et  de  rvl 
sont  très  petites,  parce  que  leurs  coefficiensserontd’un 
ordre  moins  élevé  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons.  Cette  remarque  est  analogue  à celle 
que  nous  avons  faite  n®  36  par  rapport  aux  inéga- 
lités dépendantes  de  la  première  puissances  Ides  forces 
perturbatrices.  « ► ‘ 

Les  expressions  de  cTe,  etc.,  renferment  des 
termes  dépendans  de  l’argument  ïn!t  - — int , et  affec- 
tés du  diviseur  în'  — m;  en  les  combinant  donc  avec 


I i * * 

les  ternies  de  ^ , j-,  etc,  dépendans  du' même  an- 

— , • , . . ; '‘.'II',  ' y ■ » , I ' ! 


gle,  il  ;en  résultera,  dans,  l’expression  du  n)oyea 
mouvement,  des  termes  dépendans , comme  les  pré- 
cédens,  de  l’argument  2 — int)  9 et  qui  auront 

(/V-rr.i/ï)^  pour' diviseur , et  dansiTexpressionides 
autres  élémens  de  l’orbite  de  m,  des  termes  relatifs 
au  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
(i'n! — m)*;  cependant, il  faudra  ^pcore  avoir  égard 
à ces  termes,  prihei paiement  dans  les' expressions 
des  variations  des  excentricités  et.  des  ipérihélies  ^ par 
la  même  raison  que. précédemment.  . j ; . 

•'•  Enfin,  si  l’on,  considère!  les  termes. -, de  • la,. fonc- 
tion* «TR  qui  dépendent  simplement  ; de  l’argument 
/wi,;il  est ‘aisé  de  voir  qu’il  en  résultera- dans 
eTÇ,  par  la  double  intégration  que  ces  termes,  subis- 
sent , des  inégalités  qui  n’auront , il  est  vrai , pour 
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divi$eur  que  la  quantité  (i'/i'-t-  iu)*,  mais  aussi  qui 
seront  simplement.de  Tordre  i‘ — i relativement  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons , tandis  que  les 
inégalités  relatives  à Tangle  a — int),  qui  sont 
affectées  du  diviseur  {i'n[ — iny,  seront  de  Tordre 

. Lorsqn’on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices,  Texpression  du  moyen  mouver 
ment  est  la  seule  qui  contienne  des  inégalités  dépen- 
dantes, comme  les  précédentes,  de  Tangle 
et  ayant  {i'n\ — iny  pour  diviseur  ; et  c'est  elle,,  par 
conséquent,  qui  fournit  alors  la  principale  partie  de 
la  variation  de  la  longitude  moyenne  ; mais  tous 
les  élémens  de  .Torbite  pourront  contenir  ides  iné^ 
galités  semblables  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  effet,  pour 
les  obtenir , il  suffira  de  combiner  dans  eTR  les 
termes  des  variations  de  cTa,  <Te,  etc.,  qui  dé- 
pendent de  Tangle  i'n'tr--int,  et  qui  sont  divisés 
par.iV  — m,  avec  les  parties  constantes\des  diffé- 


rences -r*  , 


da 


de  ’ 


etc.;  iT  en  résultera  évidemment. 


par  l'intégration  dans  etc.,  des  inéga.lités  re- 

latives au  même  angle,  et  qui  auront  (iV— 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparables , 
sous  tous  les  rapports , à ceux  qui  leur  correspondent 
dans  Texpression  du  moyen  'mouvement  f et  il  ne 
sera  pas  permis  eJe  les  négliger,  du  moment  qu'on 
aura  reconnu  la  nécessité  d'avoir  égard  à. c^  derniers 
termes.  . • 

[.es  différentes  inégalités  que  nous  venons  d'ia-« 
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diquersOnt  celles  qui  résultent,  dans  les  expressions, 
des' variations  des  élémens  de  Torbite  de*  m dépen- 
dantes-du  carré  de  la  force  perturbatrice' de ',lâ^  fonc- 
tion /R  et  de  ses  difierences  * mais  il  est*  clair^^  fos 
autres*  termes  des  expressions  différentielles  cês 
quantités  introduiraient  de  même  dans  Ifeurs"  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  l’angle 
et  ayanl'pour  diviseur  (rV — iny,  et  des  ihégàlltés 
dépendantes  du  double  de  cet  angle,  et  divisées  par 
{i'n'  — /«)♦,  (J'n'' — iuy  ou  Çi'n' — m).  Pour  les  dé- 
tcrmineY,  il  sufïirait'd’examiner  avec  soinies  différen- 
tes parties  des  formules  générales  (i),  (2)  etc.  ; mais 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu’on  en  tienne  compte , que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes , il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
l’importance  qu’il  présentera  i les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  contri- 
bueront toujours  à faciliter  ce  développements  i 
49.  C’est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent' du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous 'allons  dortc  appliquer 
aux  ‘inégalités  de  celte  espèce  , qui  peuvent*  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport. qui  existe  entre  'les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes,  lés  con- 
sidérations'précédentes  J -î'  - 

^ - OC'fcupons-^nOûs  d’abord , parce  que  ce  sont  des  plus 
faciles  à déterminer,  des  inégalités  relatives  au<  dou- 
ble de  l’argument  de  la  grande  inégalité  , et  qui 
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ayant  . pour  diviseur  la  très*pethe  quantité  (5«' — :2/z/, 
peuvent  acquérir,  par  cette  raison,  une  valeur  sen- 
sible, quoiqu’elles  soient,  comme  on  le  verra,  du 
second  ordre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , 
et  du  sixième  à l’égard  des  excentricités  et 'des  in- 
clinaisons. Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l’expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7),  et  supposons  que 
m représente  Jupiter,  111!  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  h m,  marquées  d’un  accent, .dé- 
signent les  memes  quantités  relatives  à in'y  en  inté- 
grant, on  aura  , 

«ff  = — 'ianfdtfd'^^K  + ^-^fdt  {fd'Ky. 


Considérons  d’abord  le  premier  jterme  de  celte 
expression.  En  n’a^aut  égard  qu’aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer,’  d’après  ce 
qui  précède , < 

I 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R qui  dépendent  de  1 angle  Sn't  — int , 
soit 

% 

R = w'P  siii  (v/f  — -xiU  -h  Si'—*  t)  •+•  m'P'co'-  {5n't  — ant  -f-  5*'—  a§)  ; 

d’où  l’on  tire  t 

I • - ) I ; ■ , ^ 1 1 i ■ ' ■ 

= — am'Pcos  (5«'ï  — 2nC  -f- 5i'—  am'P'sin  (5n'f — an «4-5»'—^»)], 

5/«'Pcos (5n't  — Vint  -f'  5»' — a») — 5m'P'sin(5/i'/ — ani+5»' — ai)], 

' r * , . ^ 'f  »l \ ‘ . . ■ j ' • ' ■ . ' ».  ‘ ■ I > I 

et  par  suite 

/ R =a  m\5^' — a{^)[Pco8  (5nU  — a«<4-5/ — ai) — P'sîn  (5n'/ — 2nr-t-5t' — ai)]*. 
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Pour  avoir  la  différentielle  é/'cTR , il  faut  faire  va- 
rier dans  cette  expression  Ç"  et  nt;  mais  on  peut  reje- 
ter d’abord  la  partie  dépendante  de  la  différentielle 
de  parce  qu’il  n’en  résultera  dans  que  des  1er- 
mes  relatifs  a l’angle  2(5n't  — 2nt),  ayant  (5n' — 2uy 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi  ' ‘ * ‘’ 


ji 


— a^)[Psiu(5«'< — a/ir-t-5»' — ai)-f-Pco8(5/t'/ — ^t+5* — ai)]. 

On  a d’ailleurs  (n®  36) 

^ ~ (5n't — an«-+-5i'—  ai)— Pcos  (5n'/— anï+5«' — »i)|'  î 

et  au  moyen  de  l’équation  Ç'  = — ^ ^ on  en 

• , I \ t ^ m'y/ a! 

conclut 

— (5a^an)~»  V^a^{  ai)— Pcos(5«*f — ant-f-5i'-ai)  |» 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  précé- 
dente, on  trouve 

(îm'*n*a  / 5m  y/ rt-h^m'  y/ f "( P'» -P»)aina(5/j'^ — an«-f-5/-  ai)i 
ndt  (5rt'— art)>\  m'\/a'  / 1 — 2Pl^cosa(5«'ï— anr-fSi— ai).  J 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme,. 

• . • ’ ! _ _ ■ {'  itf  > J hf 

Ç)m'>nig'  /5m  t//i-t-am^  y/gA  / (F*— P»)sina(5/ï'/— a/i«-f-5i -ai)i 
a(5«'— a/i)4\  m'/tP  — aPP'cosa(5rt'«— an<-f-5i'— ai).  / 

î • • t 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à la  longitude 
moyenne  de  m dans  l’expression  elliptique  de  la 

m{/ a 


longitude  vraie:  En  la  multipliant  par -^—z=  , et 

m' a ' 

faisant  a = ^,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  cTC', 
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i 

fSm^a+’xm' \/ n'\^  (P'*-P*)«ina(5n'«-int-f-5*'-îè) )’ 
a(5/»'—  a«)«\  > mV/3  /t-î-aPFca8î(5/i'i-2/i«4*5i'-ai)i  j 

5o.  Considérons  maintenant  l’inégalité  de  cTÇ  relative 
à l’angle  2{5n't  — 2nt),  et  qui  a (5/z' — 2w)*  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  .résulter, 
1®.  de  la  partie  de  cTR  que  nous  venons  de  considé- 
rer,! 3*.  dù  deuxième  terme  de  la  formule  (7);  3®.  de 
la  partie  He  <TR  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
menSiiZ , a',  e , etc.,  des  orbites  de  m et  de  m\  Détcr^ 
minons  successivement  les  différentes  parties  de  cette 
inégalité.  ; > 

L’exprèssion  de  <TR  donne,  en  différentiant^par 
rapport  a ^ , 


) J 


d'.J'K  =:  ’xm'd!^  [Fsin  (5n'ï  — awt  -4-  5»' — a«) — P cos  (5/i'i — a/it+5i' — a»)3, 

et  en  substituant  pour  sa  valeur, 

«y /R 6m'‘na  J (F*  — P»)  sin  a (5n't  — ant  + 5§'  ~ a*)  I 

ndt  (5n'  — an)  t — aPF  cos  a (5n't  — • anf  -f-  5$'  — a«).  I 

V 

et  par  suite 

Qm'^n^a^  f (F»  — P»)  sin  a (5/ï'i  — ant  4*  5«' -r- ai)  i 

' a(5n' — an)*  l — aPP'cos  a (5n't  — an/  -f-  5t' — ai;.  - J 

Supposons  maintenant  . _ . 

• J'f  = \a‘nfdt(/d'K.y;  • 

• • 

la  valeur  précédente  de  R donne,  en  la  diflféren- 

M . I * * V ' ' 

liant, 

. ■ ■ • " • : • 

d'K  t=  %m'ndi  £P  cqs  (5n'l— In/H-Ss' — ai)-— Fsin  (5n'/— -aft/^-Si'»—  âi)], 

et,  par  conséquent,  . v.’” 

*\  ' • 

/<i'R=— [P«n  (5«'t— an/-f-5i'--ai)4-P'co*(5n'<— an/-f-V— »«)]• 


% 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré>,  et  en  rejetant  les 
termes  non  pérîod  iques  ,^on  trouve  ■ ' ' 


(/ ^ (P'a-P>)cosa(5«'t-ani-f'5»'-2»)-f*aPP'sin 


et  par  suite  ’ ' * 

^ 3m'*n^a*  t (P»  P»)  sin  2 (5/i'i  — 2rt< -J-  5/  — 2»)  % 

^ u(5/i' — 2«)*  I — 2PP'  cos  2 (5«'i  — "int  -+-  5t'  — 21).  . / 

i • 

Cette  inégalité , jointe  à la  précédente,  donne  la  sui 
vante:  • i 


. f (P*  — P*)rsin  2 (5/i'i  — "xtit  -t-  5§'  — 2«) 

2 (5n'  — 2n)*  l — 2PP'  COI  2 {^n* t — xnt  ■+•  5i'  — *2i). 


On  trouverait  pour  l’inégalité  correspondante  rela 
tive  à ni! , 

/ 

. __  t (P'>  — P»)  sin  2(5n'f  — 2/iï  -h  St'—  2«)  î 

^ “ 2 (5/t'  — 2//)i  t — uPP'  cos  2(5/i'ï  — int  -h  5t'  — ♦).  f 


Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre, 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  , 
puisque  P et  P'  sont  au  moins  du  troisième;  mais 
ces  dernières  inégalités  n’ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5/! — 2/1,  tandis  que  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables, 
et  Ton  s’est  dispensé,  jusqu’à  présent,  d’y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5n' — 2/2)^  devant 
fournir , en  effet , la  principale  , partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à l’angle 
2 (5n't — 27? t). 
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20g 


= ^ J,  . an  dR  JH 


dt 


cm 

de 


15. 

«n  fatsant  abstraction  des  termes  de  J'R  qui  sont 
relatifs  a la  variation  des  élémens  de  l’orbite  de  m'. 

Les  diflërence»  partielles  g dans  cette  expression, 

ainsi  que  dans  celle  de  S'e,  doivent  être  prises  en  re- 
gardant  n comme  constant  (n**  45,  livre  II). 

Si  l’on  substitue  pour  é'a , J'e,  J'e  et  J'ai , leurs 
yaleurs  données  par  l’intégration  des  formules  du 

n”  4a , livre  II,  en  observant  que  f = §,  et  pour 

dq*  valeurs  données  n°  4,  on 

trouvera 


H 

•’  » Mt 


».  ^ 


.J- g/— 


+ 


•a\/  ï — 


■ + 


x\Zi^e'\dn^  ^ d\  . ^ 

! • f.  . ■ J.  , 

:h  noji 


2V/1— ^dA 


’ r.M  r*r;> 


Supposons , comme  précédemment, 

R = m'P  slo  (5n'l  - + S/-  2.)  + „,'p-  eo,  (Sn't  - + S/  - «). 

En  faisant,  pour  abréger,  5n't—2nt+5e'—2i=a, 
1 expression  de  J'R  prendra  cette  forme  : 

Tome  III. 


~1 


3|0 
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/R=- 


rdP  . 'dP'  ri  - . /dV-  n! 

4/«  *rt*«  j [,da  da  J '' 

I riv  • n -,  ^ ^ 

' — [r  fin  A — P CO*  Aj  ( • ] 

JP  JP'  . 


5n'  — an 


(5/»' 


r<fp' . ‘ <fp'  -1  fdp  te 

5«'— an)e  ^ TJP  . JP'  "1  /JP  JP'  . \| 

I _ .,n  . + ^ cos  .J  (__  cos  - s,n  .j  ; 

rup  . iiP'  -i/dP  rfP'  . > 

“"VI 


m''an  \/ 1 — c* 


r/P^.  > 

-r— Sin  A 
Je  > 


m'^an 


J' U . Mh'— anV  1/ 1 — e» * i ' ‘ •„  'N 

w"  ’tnjhy  i e i — i — 7-cos  a / -7::;  cosa ^ sin  a ) 

lis.  ' ^ y 

hiLx;  i * , ^ y 'p^p  "vp»  n/jpl  ■•'  dPf  \ 

V V -;-  8inA+-r-C08  A I -7— cos  A ^ sin  A ) 

m'*ari\  1 IJ»  da  J\Jx  «A  / 


^ a(5«'-an)\/7irr«' 


Lj» 

1 rÿ 
Lja 


JPi.  JF  1/JPM 


sin  a4- 


dx 


cos  A 


Ja 

1/JPM  ,JÏ>'  . 
J(^~COSA-^S.nAjl 

JF  / 


-f- 


m *anx 


(5/i' — a«)  [/ 1 — «*  * 


rn  O/  - -1  • A 

[P  cos  A — Fsin  ey  ( cosa — 

' -f- si”  «t+  (P  s’m  A-l-  P^ms  «). 

Si  ron .opère , dans  cette  expression , les  multiplica* 
lions  indiquées,  on^ verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à une  quantité  constante , de  sorte  que  l^fonc- 
tion  cTR  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l’angle  a — 27ii)Jntroduit  par  la  varia- 
tion des  six  élémens  de  l’orbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  résultat  aurait  lieu  relativement  aux  élé- 
mens de  l’orbite  de  m',  ce  qui  tient  à ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  cTR  peuvent  prendre  » dans  les 
deux  cas  ^ la  forme  générale  K (MjNdt  — N/Mdt)  , 
K*  étant  un  coefficient  constant. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  d'J^R,  il  faut  diffé- 
rentrér  l’expression  précédente  par  rapport  aux 
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seules  quantités  relatives  à la  planète  m,  c’est-à-dire 
d’après  la  forme  que  nous  lui  avons  donne'e , qu’il 
'faudra  ne  faire  varier  le  temps  t dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [ ] qu’autant  qu’il  est 

multiplie  par  tz,  et  diflerentier  complètement  les 
facteurs  compris  entre  les  parenthèses  ( ) , et  qui 

sont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas,  cette  expression 
devient  identiquement  nulle,  en  sorte  que  les  varia- 
tions du  grand  axe,  de  l’excentricité,  de  l’inclinai- 
son , des  longitudes  de  l’époque , du  périhélie  et  du 
nœud  de  IWbite  de  la  planète  troublée,  n’introdui- 
sent dans  la  fonction  aucun  terme  constant,  ni 

aucun  terme  relatif  à l’argument  2 (5/z7 — 2nt).  Il 
serait  facile  de  s’assurer  que  le  meme  résultat  a lieu 
l'elativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  11  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
de  TW,  de  même  que  celui  de  m!,  ne  sont  assujettis,  en 
vertu  des  mêmes  variations,  à aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  à aucune  inégalité 
à longue  période  dépendante  de  l’angle  2(5nU — 2nt); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne , le  beau  théorème  de  Vim^a- 
riahilité  des  gmiuls  axes  et  des  moyens  moui^emens 
planétaires,  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice , que  nous  devons  à M.  Poisson  , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n°  60  du  livre  II  (’*’). 


•'  (t*)  M.  Poisson  avait  conclu  {Mémoires  de  V Académie, 
tome  P'  ) que  le  même  rêsullat  subsiste  encore  en  portant 

l4«* 


> 
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Les  expressions  de  cTÇ  et  de  cTÇ' ’ ne-.. renferment 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  l’angle 
2 (Sri't  — 2fit),  et  ayant  pour  diviseur  {5n  — 

.que  celles  que  nous  avons  ‘déterminées  n®  5o.  Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables,  et  qu’il  sera  facile  de 
développer  d’après  l’analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s’en  assurer,  ces  inégalités  seraient  absolu- 
ment du  meme  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c’est-à-dire  du  second 
oi’dre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , et  du 
sixième  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites  ; et  l’on  pourra  les  négliger , 
comme  nous  l’avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre,  et  relatives  au  même  argument,  qui 
ont  (5n'  — 2n^  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d’en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. , 

52.  Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n’aurons 

. Tapproximalion  jusqu’aux  ternies  du  troisième  ordre  , par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  mais  il  a reconnu  depuis 
qu'il  avait  donne'  trop  d’extension  à son  analyse.  L’expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre,  relativement  à ces  forces,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  contenir  qui  soient  seulement  de  l’ordre 
de  leur  carré  ; en  sorte  que  le  théorème  sur  l’invariabilité  des 
grands  axes  n’a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  : nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune;.  (3^émoires  de  V Académie , tome  XIII.) 
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.egard  qu’à  la  partie  de  ces  variations  qui  est  de  Tor- 
dre le  moins  élevë  possible,  relativement  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement 


dcûZ=: 


andt 

e 


i'e  </R\ 
^ i'e  JR\ 

7;  d^r 


Déterminons  d’abord  les  inégalités  relatives  à Tan- 
gle  2 (5w'f — 272<),  et  qui  ont  (5«'  — anf  pour  di- 
viseur. Elles  résultent , comme  on  Ta  vu  précédem- 
ment , de  la  partie  de  cTR  qui  dépend  de  la  variation 
des  moyens  mouvemeRs  de  m et  de  m';  en. ne  cousin 
dérant  que  ces  termes , on  peut  supposer  (n*  49) 


<TR= 


/ 5m  V/ a-4-îm' 

(5«'— /• 


. [ P'sinct  — PcosAj  (Psiim  — Pcosct)  , 


les  quantités  P et  P'  ne  devant  plus  s-’étendre  ici 
qu’aux  termes  de  la  fonction  R relatifs  à l’angle 
qui  dépendent  4es  cubes  et  des  pro-i 
duîts  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in*^ 
clinaisons  des  orbites. 


d ^1 

Pour  avoir  les  différences  partielles 


et 


de 


faudra , d’après  ce  que  nous  avons  dit  n"  différen- 
tier  l’expression  précédente  par  rapport  à c?  et  par 
rapport  à e,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vemens  nt  et  n't.  Pour  cela,  d’après  la  forme  de  cette 
expression,  il  suffira  de  différentier , relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets,  en  re- 


3i4  ,théorie  analytique 

gardant  comice  invariables  les  facteurs  compris  entre 
parenthèses.  En  observant  qu’on  a,  par  le  n®  56 , 


du  ^ de  ^ 


~d^' 


de 


on  trouvera  ainsi 


./R 3m^»an»  /i 

ule»  (5/1  ' — a/l)* 


d 
edu 


5m  /x>f>am'  |/  a' 


ni: 


V«- 


I " Vi 


• I cos  a« 

V » 

-(P'-jT -P— >“"**> 


de  J 


de  de 


5m** an*  /5m  d-^^xm'  y/ J — p^*  </P  "N 

</e  ""(5/i'—a/i)»  \ /n'i/ô'  / y 


/rrr>> 

COS^M 


/„  JP  . P,  dP  „ 


' En  'substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (c)  ^ 
et  en  intégrant  ensuite , on  aura  les  inégalités  cOlTfô- 
pondantes  de  cTe  et  de  S^ca, 

Considérons  maintenant  la  partie  de^eTR^qtiî  ré- 
sulte des  variations  des  autres  élémens  des  orbites 
de  et'  de  m'.  En  n’ayant  égard  qu’aux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons , On  peut  faire  j/  = X , 
et  en  observant  qu’on  a . j r ;b  ^ , « . fK  , 

flfP 


df  df 

dP' 

dm  , de  * 

dtf 

"_e^£L' 

dV 

dm'  dd  ' 

(h! 

f ^ 

Æ dV 

dV 

dtl  dy  ^ 

dn 

U 1 

M 

dy 


J- as#&; 


on  peut  supposer  simplement 


flŸi»  > *î)  M '■  ! P t‘ 


•Üi'- 


* 
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_ m'*an  jf  tiP*  . fiP  n t/P'  . ,/P  N 

^^-(5n'_un)e  \ L®  ^ J <^os  a.  j 

* +L'3^“"‘+-5r“'‘J(^'3ë' 


mm 


'flV  \rdp'  . dP 
■'  ■«<  I --- . ■ sin  rt. 


dP  1 /t/F  . t/P  . N 

J 5n'-a«‘lL<^e'  jë' 

, ..  <i  1,  + L*’  *■'■  dr™’*]  (5?  *+57 ">** j| 

m'(m'ti/i+mtz'/i')  f f t/F  . t/P 

: -•  < -r— Sina — - — 


5n'—  an 


1 / 

Y I -J—*'"» ; — C08«|  ( 

IL^T'  dy  JV 


t/P  t/F  . \ 

-5 — COSA r— SID  Ét  J 

«■V  t/-v  y 


. rtÆ>  . , t«>'  -1  /t/P'  t/p  . 

- LdT“”*+  "°“J  {sç 


dy 
dP  . 


Pour  obtenir  les  différences  et  Ü fau^ 

1 du  de 

dra,  comme  précédemment,  différentier  cette  dx- 
pr  ession,  en  faisant  varier  les  facteurs  entre  les  cro- 
chets, et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
compris  entre  parenthèses.  En  observant  que,  d’après 
les  équations  {d),  on  a . 


- . ^ ^ 

dedu  de  ^ de^  * 

d*P  _ rf*P' 
dydu  ^ dedy  * 

d^P  _ ^ 

dydn  d y ' ^ dy*  * 


) 


d*P' 


dP 


d*P 


dedu  • de  ^ de*  * 


æp' 

dydcà 

d*P' 

dydn 


d*P 


^dy* 

dP  d^P 


et  eii  substituant  pour  cTe  sa  valeur  (n*  36), 

f.  rrlan  / c/P  . , c/P'  \ ‘ 

= 5Z3rr„  + ife  ^ 

* # ■ ' .i  ' 1. 

on  trouvera,  toute  réduction  faite,  -,q  t 


•4. 


v'^  . ' 


•V»  iV 


* . .««4 

T.  - . V?: 


image 

not 

available 
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Ces  termes  croissaat  proportionnellement  . au 
temps  t,  introduisent  dans  les  expressions  des  varia^ 
lions  séculaires  de  Texcentricité  et  de  la  longitude  du 
périhélie , ‘des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

• « En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques , on 
aura 


a(5n'-a/i)>\  , 


de 

^ ^ ^^cosa(5n'f— a/iî+5»' — at) 

4(5n' — an)»e.j  r/d?'\*  /rfP\«"|  . . . 

^ — P'^^^sina(5n't — a/it4*5«' — a«) 
coaa(5n't — ant-f-5t' — a*) 

[(^)  ’-(f ) 

' — -^CQ8a(5n7-ani+5» — a»).  . 


- ( rp^ 

3w'*a*n*  /5m  V </e 

•“'a(5n'-a/i)îc‘^  ;„/V/û/ 


a(5n^ — urt)»e* 


Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  l’excentricité  et  du  périhélie  de  l’orbite 
de  w,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  l’argument  de  la  grande  inéga- 
lité;, ces  variations  introduisent  dans  l’expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à longue  période , 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

53.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  p la  longi- 
tude de  m dans  son  orbite  elliptique , et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l’équation  du  cen- 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


218' 

tre , oa  a 

ç =^'fndi-^  « 4"  26  sin  ( fndt  + € — ùù), 

* 

Désignons,  comme  précédemment,  par  la  carac- 
téristique cT  les  variations  dépendantes  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices , et  par  la  caracté- 
ristique S''  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  ces  forces. 
Si  dans  l’expression  précédente  on  augmente  les  élé- 
mens  de  l’orbite  de  m considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations,  on  aura  dans  l’orbite 
troublée 

( 

la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  simplement  des 
masses  J7Z,  m!,  etc.,  est  celle  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  l’on  développe  donc  l’expression  précédente , en 
n’ajant  égard  qu’aux  inégalités  de  l’ordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice , qu’on  observe  que  les  iné- 
galités de  cT'e  et  dépendantes  de  l’angle 

— 2nt-\^St — 2«),  sont  insensibles,  n®  5o,  qu’on 
a d’ailleurs  dans  l’orbite  troublée 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment , s’obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie  el- 
liptique, comme  nous  l’avons  dit  n®  49  j l’aiigle 
de  f + cTÇ , la  quantité  / ^ étant  déterminée  par  la 
formule  du  meme  numéro,  on  aura 

. «f'»/ = -f.  [aif'e  — 4- sio  -f*  * — ») 

— [îecT'a»  4-  'iSe  tm  — cos  {nt  4*  • — »)• 

Cette*  expression  devrait  contenir  encore  les.  deux 
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termes  2ej^e  J^cû  et  -j-aj'ecf'e;  mais  ces  termes, 
comme  il  est  aise  de  s’en  convaincre^  ne  donneraient 
que  des  inégalités  insensibles  relativement  à celles 
que  nous  considérons. 

Si  au  lieu  de  J'e  on  substitue  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n°  52 , et  au  lieu  de  Ç et  de 
leurs  valeurs  déterminées  par  les  formules 

[Fsin  (5n'<~  anf  +5.'—  3t)— Pcos  (5n't~2ni4-5/—  a*)], 

, n/an  T JP  . , > JP  , “I 

eJ»  = I ._sin(5n  t — anf-+-5« — a«)—  cos(5n't-*a/i«-f-5/ — a«)  J. 

qu’on  remplace  ensuite  cT^e  et  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formules  pré- 
cédentes, on  verra  que  les  inégalités  qui  ont  (5n' — 2n)* 
pour  diviseur  disparaissent  d’elles-mêmes  ; et  en  né- 
gligeant les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  72^-1- g , 
parce  qu’elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
l’équation  du  centre,  on  trouvera 

/5..y/;+4>nV^\j  s)«n(>o»'«-5'><+->*'-5<+-) 

(5n'-a«)3  ^ m'  V/«'  f — (P  ^^P^)cos(io«'«-5/ï«+iot'-5«+») 

t f 

Par  une  analyse  semblable , on  trouverait  pour  les 
variations  séculaires  de  l’excentricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  m',  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice, 

J'u'—  /Sm{/ a -t-a??/  j/ a \ F ^ _ JP  "]  / 

“(5n'—  a/ï)»a'  \ yL^J?*"  (Je' J 

r JP  J»P  ^ ^ J»P  . J»P  JP  J»p-| 

5/ï' — aa  L JJ  Je'*  Je'  Je'*  Jy  de' dy  dy  defdyj^ 

mm'aa'nn't  P JP;  J«P  JP  J* P r/P  J»  P __  ^ J.«Pn 

5n'-*- 2/1  |_  Je  de  dé'  de  tted^  J^.  '^'dyde'dyj^ 
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J,  , * ^ /5m  {/a  4-im^  {/ a'\  T JP  JP'  “1  « • 

“ — (5/»'—  a/i)*a'e'  \ m V'rt  • / L * 57-  ^ dF  J ^ 

m*a'*r/n  TJP  J>P  JP'  J»P'.  JP  J-P  JP'  J»P"|  , 

"^{5n*-~  in)/  \_d^  Je'»  Je'  Je'»  J>  Jc'J^,  J^  JTJ^J 

mmfaa'nr/t  P JP  J»P  JP'  J»P'  • JP  J»P  ‘'^TP'  J»FT;  ' 

an)e'  LJe  Je  Je'  Je  dede/~^  dy  Je' J^  J^  Je'JyJ’ 

et  pour  les  variations  périodiques  de  ces  mêmes  élé- 
mens,  dépendantes  de  langle  — ae), 

on  aura 

/ /•  AV'  JPn 

/5mVâ+:,m'V2'S  C** 

,(5n'-.«)>A  «1/5  >’j+(F^'_p^P)oos,(5«'<-..,+5.'-«) 


m*a'*r/* 


JP  JP'  . /P  • -,  , 

* J?  j7  a.)  . , 


. , /: 

* a(5/»'-a/»)*a'e'  y 


4(5/»'— a/7)»e' 
5m  a-f-am'  t/  a' 


( 


P a(5/i'f — 3n«+5i' — 


cos  a(5n'i— ani+5/ 


.'-aO  ) 

/-a.)  Ç 


m»a'»n'* 


a(5rt' — a/j)»e'»  ^ JP  JF  , t,rj9  \ I 

' f — a^  ^^cosa(5n'f  — an«  + 5«^as);  1 

d'où  Ton  conclura  qu’en  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perturbatrice , la  longitude 
vraie  de  Saturne  est  affectée  de  l’inégalité  sui- 
vante : 

3«-n3^» /3«\/5WI/?\^  [p'^'_pg].i„(9„',_4„*+9.'H.+«0  ^ 

(5/»'-i/i)3^  jn\/a  /|-[^P^-f.F^Jcos(9fi'f-4nf+9i'--4t-H*').^ 


On  peut  déterminer  immédiatement , et  sans  au- 
cun calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de 
et  au  moyen  des  inégalités  déjà  calculées  dans 
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la  première  approximation.  En  effet,'  si  fori  repré- 
sente par  K sin  (5n't  ^ Snt  + 5e'  — 5g  -f-  B)  l’iné- 
galité de  m dépendante  de  l’angle  5g, 

el  par  H sin  (5n't  — 2nt  -f-  5g'  — 2g  •+■  Aj  la  grande 
inégalité,  ou  celle  qui  dépend  dé  langîe . . . ^ \ 
5n't  — 2Ht  -f-  5g' — 2g,  l’inégalité  de  qui  dé- 
pend de  1 angle  low'^— — 5w^  log^  — 5g  pourra  se 

mettre  sous  cette  fonne  : 


I (5m  gr 


ni'  a' 


HK8in(ion'i  — 5/it  + loi'— 5i  + A-f-B). 


Soit  de  même  R'sin(4«'^ — 271^7+^4/— r2g-;f- B'),  l’iné- 
galité de  m' dépendante  de  l’angle  4n't — 2/2^-f-4g' 2i, 

et  — H'  sin  ( 5n't  — ani  -f-  5g'  — 2g-fr  la  grande 
inégalité  de  m',  l’inégalité  précédente  de  cTp'  pourra 
prendre  cette  forme  : 


(9/1'/  — *^nt  -f-  g»^  — - 4*  + À -f-  B'). 


I (3m\/«-4- am'i/a')  ïT>r..  . . , .. 

H K'  6in  (gn'/  —"4 

» my  a 

' f . , ^ J . " T ; i'  ) 

54»  Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 

'5 


{*)  Il  suffit,  pour  s'en  couvaincre,  d'observer  que  parles 


n”*35et36ona  A = f , K=ê-: 

5n' — 2n  * de 


H = 


6m  ti'k  , 

. Si  Ion  développé  l expression  précédente, 


et  qu'à  la  place  de  k sin  C,  k cos  C,  ^ sin  C,  ~ cos  C,  on 

de  de  ' 

substitue  leurs  valeurs  en  fonction  de  P et  P',  n®  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l'inégalité  de  Iv  déterminée  plus 
haut.  - • ^ !o 


2Z2  théorie  analytique 

aux  précédentes.  Ponr.cela  nous  observerons  que  ^ 
et  étant ^ comme  précédemment,  les  indînaîsons 
4es_oiil?^^s  de  /»  et  de  w'  sur  un  plan  fixe,  et  a et 
les  ïongit^es  de  leurs  nœuds  ascendans , si  Ton 
nommqJf,Ji^ur  inclinaison  mutuelle,  et  n la  longi- 
tude; du  nœud  ascendant  de  m'  compté  sur  Torbite 
de  m,  et,  qu  on  considère  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  ces  trois  plans , pn  am’a  ^ . . j . 


sia5/sin(n  — a)  = siu  sin  (a' — a)',  ■ 

sin  y cos(n  — a)  = sin(p'cos^cos(a' — a) — sin(pcos^'. 

" Si  l’on’ suppose' donc  ^ ’ 

. — , ' ' ' • i 

sin  y sin  O»  = sin  y cos  O ,. 

et,  comuie  précédemment, 

P = sin  (p  sin  a , /)'  = sin  <p'  sin  a', 

J . ^ ==  sicnpcosa,  9'=  sin(p'cosa'. 


en  multipliant  par  sin  <p  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  aura 

r -M  >v-  r ^ • ' ■ • • 


P/î— ■ 


Si  de  Ces  équations  pn  tire  les  valeurs  de  P^et  Q^,  en 
observant  qu’on  a 


’ . 

f - 

\/ 1 — P*  = I 

* . * * 
r ‘ * * * 

OU  trouvera 


• ^ ^ 

-h  q'^ 


I 
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^i=p'—p—P 


PP  + 


* + I— jP“— ^ 

PP 

1-1-1/  l—p-—q 


z+P 


p'‘  + 9" 


f\  ! PP'  *+•  ' 1 

Q, g; 


ï4-/ï— 


-f-  1/ 1 — w'“  -f. 


Si,  comme  nous  le  faisons^  on  prend  pour  plan 
fixe  celui  de  l’orbite  de  m à une  époque  donnée , p 
et  q seront  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l’on 
aura,  aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  de  ces 
forces 

/iJ'ifi  I I ! P pi J_  P 

- K ' , y-  •'  / vAi 

; 0 . ==  <7'  — <7  v/l  — n'»  — q'X 


U 


,iO'i  O 


On  a d’ailleurs  y/ 1 — p'* — cos  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des 
inclinaisons  mutuelles  des  orbites, 

^i—p'  — Pf  Q,  = 9'  — î- 

Ces  valeui's  sont  conformes  à celles  que  nous  avons 
trouvées  ii°  86 , livre  II  ; mais  l’analyse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  Ton  différentie  par  rapport  à la  caractéristique  cT, 
en  observant  qu’en  prenant  pour  Torigine  d’où  les 
longitudes  sont  comptées , Tinlersection  commune 
des  deux  orbites,  ce  qui  suppose  II  = o , on  a 
cTP^  = ^ Jn , = cT).  , et  que  les  inégalités  de  «Tp  et 

cTp',  de  d'ÿ  et  cTy',  sont  liées  d’ailleurs  par  les  équa- 
tions ordinaires,.,,  ,, 


t » . 


» \T 


« , • in[/a'  p.  r,' , m]/ a'  •. 

cTp'  = ^ J^p  , J",q  W 

m'y  a ^ 


• I 


: 1 
i 

f 

I 
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on  aura  . ... 

\ m'\/a  / \ rnya  ./ 

Maintenant,  en  n ayant  égard  qu’aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertu  des  formules  .du  n"  4> 
on  a 


» 


, . J .<tR  fk  ’ ' * 7,  d,i‘^  ( ■ » 

dp  = -andt.  J 

En  différentiant,  par_ rapport  à ^ et  à II , les  deux 
parties  de  la  valeur  de  cTR  donnée  plus  haut , n*  5a, 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
différentielle,  on. aura^  . j., 

s » V • ‘ 

J , ► , . . _ .»  * 

H Sm'*an*  fïun  \/ g ■¥  "im'  V a'  \ ^r»  i iv 

~dÿ~~  {5n'—iny\  m'\/^  ' dy  J 


m'^an  /rfP  d^P  . dV'  d‘P' \ 

_ an  ~dèdy  de  ' dedy  j ^ 


mmn'n'  YdP  d^P  , dP'  d^P'  ' 

5n'—’in  \de'  de'dy‘  de'  de'dyj  . • î 

n/{m'an  -hman')  ^ dP  d^P  , dV  d^P  ^ • 

5n'— '2/i  ' \dy  dy^  ' dy  dy^  J* 


d:.:\  1i!  *> 


; I 


.1' 


* d./K  ,3m'^an*  /5m\/a  «4-.2V  V/«^V „dP^  ‘ ‘ py  </P\.,'* 

V...  m'Vâ' 

: m'^an  ^’dP  d-V  _ dy^\  ' ‘ 

"^5n' — nn\,de  dédy  de  dedy  J/  ^ 

,,  . mm'a'n*  rdP  d-V  ,dP'  d-P  \ Z . , r;,.5  f> 

5n'— an  \<ie'  de'  de'dy)'  . • 

, ..  •.  , . • :/  t ^ ' 'G  , l.  C.  ^ ^ ^ 

Si  Ton  substitue’  ces‘  valeurs  dans  lés  expressions  de 
dp  et  dq,  qu’on  intègre,  et  qu’on  remplàce  ensuite 
dp  et  éTç, par. leurs  valeurs  dans  les>expressions  de  Sy 
et  de  > J;n  , .onlfôüvera  ' ' , ^ ,,,  " 
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a'-\~nt' V' a\' a\  p 

'^>-rsnc:^.  JK  ^ dy  J 


m'^  a 

ni*'a^n*l/ m y/ff^-4>>a^  j/  a 
5n'  — an^  m'\/a 


)l 


{/.ar 

^ j^!£1_ë£Ï  <^*p\ 

ifc  </e</7^  de  dedyj 


j . mm\fa'nn't^m {/a'-+- m* ÿ'Z\  . d>F  s ^ d«P  \ 

W -*p  a/*  ^ w'V'â.f  ' J \dtfdddy.  def  dddyj\ 

,„_3m'*a*/»^£ /mV/a'-+*wi^V^a'\  /'5m  V^a+aw'^«'\  , .n,dF\ 

>''"-(W^.  l,— J V -^) 

i'*a*n*t  ^'m^a*+m*^a\ 

\ • m'V^â  /' 


dP  d*P 


dP'  d‘P' 


m 

5/»' 


, r I - 


mm*aa^nn*t  /m 
5n' — a«  ^ \ 


V^g*-f»  m'^a 
m*^.a 


) 


de  dedy  de  dedy- 

^ -f  ^ ^ 

dy  dy*  , dy  , d>* 

d?  d*P  ^ d»P 
de'  de'dyp  ♦,  de'  de/dy 

Ü?  d«F 

d>  dy*  dy  dy*  * 


On  déterminera , au.  moyen  de  ces  expressions  , 
les  valeurs  de  J'y  et  de  yJU;  on  en  conclura,  en 
vertu  des.. formules  (e)  et  (y*),  celles  des  quantités 
Jp,  Jp'f  J P et  Jq',  ét  paf  suite  les  valeurs  des  quan-* 
tités  J\p , Ja^ J\p%  Jx'^  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  orbites  ^ et  de  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à un  plan  fixe  qitel- 
•conque.  ' „ ^ û 

' Les  quantités  Jy  et  yjU , eôxhme  W valeurs  de 
Je  y Jcùy  etc.,  sont  encore  aÛectées  d’inégsdités  pé- 
riodiques dépendantes  de  Tangle  2(5n'f — v%€)\  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n’au- 
fo^égard  ici  qu  aux  inégalités  séculaires. 

iSS*  Kôus  avons.vu,  dans  le  ri® '78  du  livre  II,  que 
IS  ïi£^gali|és  de  c^tte, espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde des  forces  perturbatrices, «comme 

celles  qui  première  approximation, 

Tome  i5 


l 
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sont  soumises  à 1 équation  de  condition  suivante  : 

m x/aeS'e  + m'  a! e' S' e'  + y ^ ^ ^ 

• 

Les  valeurs  precedentes  de  J'e,  J'e'  et  doivent 
donc  satisfaire  à cette  équation,  et  c’est  en  effet  ce 
qu’il  est  facile  de  vérifier  en  y substituant  succes- 
sivement chacun  des  termes  correspondans  des  va- 
leurs de  J'e , cTè'  et  J'y  ; et  en  observant  que  P et 
P'‘ étant  des  fonctions  homogènes  en  e,.  e'  et  y,  de  la 
troisième  dimension , on  a 

, ^ de'  > 


dy 

dV  , , dV  , dp 


et  que  et  ^ étant  des  fonctions  homogènes  en 
e,  e'  et  de  la  seconde  dirnension,  on  a • 

, , d^?  ..  * dF  . . ‘ 


dé 


cde  ^ 
d? 


•'dedy  + ^ ddd^-^y-dÿ 

' $ • ■ ' 

et  de  meme  relativemént  à et  4— k 

de  dy 

enfin,  cpie  d’après  les, valeurs  de  P et  P'  on  a 

^ * • * 

— ^ 

dy  dy*  dy  dy* 

' ' • » 

I 

..  La  habilité  dû  système  des  deux  planètes  m et  m' 
dépend  de  l’équation' (A),  comme  on  l’a  vu  n®  y 8 , 
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livre  II;  ce  .yslèrae  est  donc  stable,  c’est-à-dire  que 
les  excentricités  et  l’inclinaison  mutuelle  des  orbites 
de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe- 
tites, en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 

troisième  ordre,,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux. 
inclinaisons. 

5&.  Ce  résultat  n’est  qu’une  vérification  particulière 
du  théorème  que  nous  avons  démontré  généralement 
n*  78,  livre  II,  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
que de  plarièlés  cimilant  autour  du  Soleil.  Il  faut  tou- 
tefois fei^  ici  une  reitorqne  importante.  Si  les  masses 
ntfin  -,  m",velc. , ainsi  que  les  demi-grands  axes  a, 'a', 
a",  etc.,  et  les  excentricités  e,  e,  e",  etc.,  des’or- 
bites,  différaient  beaucoup  entre  elles,  comme  œla  a 
lieu  dans  notre  .système  planétaire , il  s’ensuivrait  que 
les  quantités  mv^e/e,  mVô'c'J'V,  etc.,  pourraient 
se  conijpenset  entre  elles  , quoique  les  i^ariat ions  , 

<re',  etc.y  très  differentes.  Les  équations  (e) 

et  (/),  n»  54 , Im-e  II,  pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu’on  en  dut  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités çi  des  inclinaisons  seront  toujours  comprises 
dans  d’étroites  limites,  il  faut,  dans  ce  cas , recourir  à 
l’inl^ation  des  éqûatidns  différentielles  (Pj  et  (c)  des 
11^  64  et  69  du  livi'e  II;  si  l’on  n’a  égard  qu’aux  varia- 
tions séculaires , qu’on  suppose  ' * • 

O — e sin  cu , c =:  e cos  CO , 
b'  z=z  e'  sin  co',  • c' ==  e'cos  û>', 
etc.  . ^ 

On  sait  qu  on  satisfait  au  premier  système  en  faisant 

i5.. 
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ô =;:  M s\n\hl  4-  /)  4-M,  sin  {h^i  -K/j  4M»  sin(Aai  -f  4j'-f.ctc.  j! 

ù'~  M'sin  (ht  -j-  sin(A,r4*  ^')  -f  ^«sin(A*/  -f'/a)  -f  etc.  \ 

etc.,  ' ^ ^ 

♦ 

c = M cos  {ht  4"  cos(Ajjf  4~  ^i)  "1"Mb  cos  4"  etc. , 

r'=M'cos  {ht  4-04*’M',cosr^,i  4*^i)  4-M'aCos(^ai  +04-  etc. , 

• - . ••  ’ ' ■ • • • 
etc, , ' - . ’ 


Z,  Z,^  Za,  etc. , étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à celui  des  équations  (P);-M,  M'> 
M",  etc,,  JVl*,,  etc.,  M^,  M',,  M\,  etc.,  des 

systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  une  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  h,  h,, 
h^y  etc.,,  les  racines  d’une  équation  .d’un  degré 
égal  à celui  des  corps  agissans  que.. l’on  considère. . 

§oit  X = O cette  équation.  Si.  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  lf,  c,  b\  etc.., 
seront  toutes  composées  de  quantités  péxiodiques  ; et, 

en  vertu  des  équations  =\/Z»'‘+c'‘,etc., 

il  en  sera  de  même  à l’égard  des  excentricités  e , 

e\  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M",  etc.,  sont 

✓ 

supposées  très  petites  et  du  même  ordi'e  que  les  ex- 
* centricités  des  planètes  principales  à l’époque  ac- 
tuelle, les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  b , U,  etc.  y c y c'y  etc. , et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s’en  déduiront,  varieront  'dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  .seront,  dans  tous  les 
temps,  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Il 
en  sera  de  meme  des  inclinaisons  qui  dépendent  d’un 
système  d’équations  absolument  setnblables.  On  dé- 
montre aisément,  parles coi^pidérations exposées  n®65, 
livre  II,  et  sans  avoir  .besoin  de  résoudre  l’équatioa 


DU  SYSTÈME  DÜ  MONDE.  329 

X=  O,  que  cette  équation  ne.saurait  admettre  que 
des  racines  réelles  et  inégales  ; mais  il  reste  encore  à 
calculer  les  quantités  M,  M',  M'',  etc.,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines,  pour  être  assuré  que  Tel- 
lipticité  de  l^^orbîte*  de  chaque  planète  'sera  tou- 
jours comprise  entre  d’étroites  limites  qu’elle  ne 
saurait  dépasser  (i)  : c’est  d’ailleùrs  lé  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude,  pour  un  tempe  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu’à  pré- 
sent on  s’était  contenté  de  donner  leurà  Ya«i£ctions  sé- 
culaires développées  par  rapport  au  temps,  et  eb'ae 
portant  l’approximation  que  jusqu’à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
avons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu’on  détermine  .ces  va- 
riations d’une  manière  plus  précise.  Aussi , quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l’équation  X = o , 
lorsque  l’on  considère  à la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales,  demande  de  pénibles  calculs;  la 
nécessité  d’établir  avec  certitude  un  point  si  impor- 
tant dans  le  système  du  monde,  ne  nous  a pas  j>ermis 
d’hésiter >à  les  entreprendre , et  l’on  verra  que  les  ré- 
sultats  que  nous  avons  obtenus  contirmcnt  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  ch^i- 
pitre  Vin  du  livre  II , eu  admettant  comme  un  fait  la 
petitesse  des  quantités  M,  M',  M",  etc.,  qui  nWaient 
pas  encore  été  calculées. 

Lorsqu’on  veut  avoir  égard  au  carré  des  forces  pei^ 
turbatrices,  il  faut,  dans  les  équations  (P)  et  (c),  n®*  64 


(^)  Voir  les  notes  à la  fin  du  volume. 
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de 


6^69,  lîvrè  li,  augmenter  les  quantités  ^ > etc.  ^ 

-r . ^ f etc.,  de  leurs  variations  séculaires  relatives  à la 
dt*  dt^  ^ 

seconde  approximatîop , et  déterminées  par  les  formu- 
lés précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li- 
néaires ; cependapt  on  peut  encore  les  iritégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d’approximation.  En  effet,  sup- 
posons d’abord  qu’on,  ait  égard  aux  quantités  d’un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m!, 
m’',  etc.,  mais  qu’on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  jdes  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  supérieures  à la 
première.  Les  équations  qui  en  résulteront’  seront 
encore  linéaires  et  à coefficiens  consfansf  en  les  trai- 
tant comme  on  a traité  lés  équations  primitives  (P) 
et  (c),  on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 


‘ X.-f-  X,  -f-'X,  etc.  = O,  (a) 

qui  remplacera  Téquafion  X s=:.o , et  dans  laquelle 
le  premier  terme  sera  cette*  meme  quantité  X de 
l’ordre  des  masses  m,  7/1',  etc.  ; X,  désignei^  une 
quantité  du  second  ordre  par  rapport  à ces* masses, 
une  quantité  du  troisième  ordre , et  ainsi  de 
suite.  Or,  les  racines  de  l’équation  (ce)  se  déduiront 
de  celles  de  l’équation  X = o par  le  procédé  ordi- 
naîre  des  substitutions  successives,  et  d’après  les 
principes  de  .cette  méthode  si  'les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l’équation. (a),  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 
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aux  produits  et  aüx  puissances  des  masses  m', 

etc.  Les  excentricités  et  les  inclinaisons  seront 
donc  encore^  dans  ce  cas,  composées  de  quantités 
périodiques.  .>  Y 

J Si  l’on  considère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cubes  et  des  puissances  supérieures,  des  excen- 
tricités ^ et  des  inclinaisons,  lès  équations  (P)' et  (c) 
ne  seront  plus  linéaires,  et  pour  les  intégrer* il  fau- 
dra recdurir  aux  méthodes  d’approximation.  On  sup- 
posera qu’on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon- 
nues , en  faisant  d’abord  abstraction  des  termes 
dépendaifis  des  puissances  des  excentricités  supérieu- 
res à la  premi^e,  i^ais  en  égai'd  à toutes  les 

puissances  des  masses  qu’on  veut  considérer.  On  subs- 
tituera dans  les  ^équations  proposées  les  premières 
valeurs  . a|:q)rochées,  et  Ton  déterminera  les  varia- 
.tlpns' <|u’il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales , pour  satkfaira  à cc^  équa- 
tions, lorsqu’on  à égard  aux  termes  du  trdftièine 
ordre ' par  rappoit  - aux  excentricités 'et' aux  inclinai- 
sons.' On  .1  parviendra  mnsi’,  par  des  approximations 
Successives,  à déterminer  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités avec  tel  degra  d’exactitude  qu’on  voudra^  et 
tontes  ces  valeurs,  d’après  les  principes  de  cette  mé- 
thode d’approxhuâtion , conserveront  la  même  forme 
que  dans  le  cas  où  l’on  n’a  égard  qu’à  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Soit 
donc 

' Y -f-  Y,  -1-  Y,  + etc.  ===  o , ' ^ 

l’équation  quj  remplace. l’équaiion  (a),  et  dans  la- 
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quelle  Y est  le  premier  membrjè  de  cette  equatiofr^* 
Yf  uue  quantité  de  l’ordre  des  carrés  et  des  prodéibr 
des  excentricités  èt  des  inclinaisons)  une  quantité' 
de  l’ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.'  Toutes 
les  racines^ de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d’approximation , seront,  réelles  et  inéga^s 
si  les  racines  de  l’équation,^  = a rem|dissent  cette 
condition , et  elles  sç  trouveront  exprimées  feu  séries 
convergentes  ordonnées  comme  les  ^ quantités  Y ,* 
Y, , etc.,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex*^ 
centricités' et  des  inclinaisons.’ : 1.  - > . 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire' est 
généralement  assurée,  quel  que  ^t  l’ordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du  mo- 
ment qu’on  a,  prouvé  que  les’ valeurs  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi*» 
mation  ne. sont  composées  que  de  quantités  périodi-" 
ques.  Nous  avions  déjà  démontré  ee  théorème  au 
mojA  des  équations  qui  résultent  du  principe  des 
alreé,  n®  78  du  livre  11^,  en  étendant  les  approxima- 
tions à toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  pferturhalrices.  La  démonstration 
précédente,  déduite  de  la /Considération  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  incHnaisbné.,  en  est  une  con- 
Il rmation  nouvelle.  ..  . 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système  ^ 
du  monde  repose , comme  on  voit , sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  : il  faut,  i®que  l’équa- 
tion X =:  O ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  ,, 
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2°  que  les  valeurs  de  M/M',  M";  etc. , qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines , soient  toutes  de'  très  j^etrte's 
quantités.  On  prouve  ,'n®  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le*  même  sens  autour  du 
Soleil;  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu  dans  la  nature;  mais 
il  était  d’autant  plus  intéressant  d’examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  Fby pothèse , que  quelques-uns  des  corps 
cçlesteS  tournent  dans  des  sens  opposés,  que  plu- 
fdeurs  géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
l’hypothèse  contraire  n’était  pas  indispensable  la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a démontré,  en  ne 
con.sidérant , il  est  Vrai,  que  l’action  mutuelle  de 
deux  planètes,  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques,  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à cette  condi- 
tion, et  qu’elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n’est  que  de 
pure  curiosité,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas  ici,  et 
nous  renvoyons,  sur  ce  point,  au  mémoire  du  savant 
géomètre  {*). 

57.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  clé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturnë,  de  l’ordre 
dü  carré  de  la  force- pertùrbatrice,  et  qui  dépendent 
simplement  de  l’argument  — 9nt  de  la  grande 
inégalité.  II  est  aisé  de  «s’assurer  que  patoi  ces^rraes 
les  inoins  .élevés,  relativement  aux  excentricités  et 
’aiix  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

' < ■! — 

« 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  raiiiice  i836, 
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.^ites,  et  que  les,  plus  copsidërables  sont  ceux  qui  y 
après  rjntégration , acquièrent  le  très  petit  diviseur 
(5/r'  *.  Nous  n'aurons  donc  égard  ici  qu  a ces 

termes,  parce  que  ce  sont  eux)qui  fournissent  néces- 
sairement la  partie  principale  ^ des  inégalités  corres- 
pondantes des  longitudes  et  que  nous,  iious 
proposons  de  déterminer. 

. Occu^nsHnous  d’abord  des  moyens  mouvemens. 
En  supposant  que  représente  Jupiter,  m' S^tumf, 
et  que  toutes  les  quantités  Relatives  k 'm,  marquées 
d’un  accent , désignent  les  mêmes  quantités  re- 
latives à m',  pour  déterminer . les  inégalités  de  cTÇ 
et  cTÇ';.  on  aura 

<rç  = — fddfd'Ry, 

— 5a'n'fdtfd'.SR'+^-^fdi{fd"K'). 

Les  différentielles  d'  et  d"  se  rapportent  ^unique- 
ment, la  première  à la  planète  /n,da  seconde  à la 
planète  m',  et  devant  être  prises,  par  conséquent, 
en  faisant  varier  dans  chaque  formule,  le  temps  t 
introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  trou- 
blée, et  en  regardant  comme  constant  le  temps  re- 
latif aux  coordonnées, de  la  planète  perturbatrice. 

, D’après  la  forme  dès. fonctions. «TR  et  dî R',, n®  47» 
il  faudra,  dans  chacun  des  produits  qui  les  compo-^ 
sent,  c(wbiner  entré  eux  les  différens  termes  des 
deux,  facteui^ , de  manière  que  la  somme  ou  la  dif- 
férence des  argumens  relatifs  aux  termes  que  l’on  a 
considérés,  soit  égale  a 5w7— c’est-à-dire  que 
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si  l’on  désigne  par  It  l’argument  du  terme  que  l’on  a 
considéré  dans  l’un  des  facteurs,  et  par  l't  l’argument 
du  terme  correspondant  dans  l’autre,  facteur,  que, 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  de  plus  que  Ji't  soit 
toujours  précédé  du  signe  + dans  Z^  et  dans  Vt , il 
faudra  qu’on  ait.  > 

^ ^ • * 

r -|-  l = 5n'  — 272  ou  V Z = M 272. 

> • 

Il  faudra,  en  outre,  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et' des  inclinaisdns  dans  ces  tenues  ne 
surpasse  pas  trois. 

- Or,  d’après  les  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R , n®  4 > et  celles  des  différens  termes  des  expres- 
sions de  S'ry  cTt^,  S'v,  etc. , il  sefa  aisé  de  reconnaître 
que  les  valeurs  de  l et  de  qui  satisferont  à la  pre- 


mière condition , seront 

\ 

Z = O et  Z'  = Sn'  272  , 

» * t ' 

l ^ n'y  ' Z'  = — r 272, 

Z = 272',  ‘ . Z'  = 5t2'  — 272  , 

Z — 5/2  ,1  V z=z  272'  272  , 

Z n'  — 72 , Z'  = 4^'  — n y 

l 3t2'  72,  Z'  = 272'  72. 


. Ces  combinaisons  sont  au  nombre  de  six , mais  elles 
en  fourniront  douze,  parce  qu’on  peut  changer  dans 
chacune  d’elles  Z en  Z',  et  réciproquement.  . 

Quant  aux  valeurs  de  Z et  de  Z'  qui  satisferont  à la 
deuxième  condition,  leur. nombre  est  indéfini,  et 
l’on  peut  les  comprendre  sous  ces  quatre  formes  gé- 
nérales : 
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• » * * • . ^ 

I ==  Sn!  • — 2ti  -I-  i(n*’ — ji)  et  Z'  = i{n* 

l z±=  5h!  — ’Srtrir  i (n'  — wj  . Z'  = i(n' 

l = M — 4^^  -h  Z(tz'  — n)  l*  z=z  i{n* 

l = 5n!  — 5«  + î {jn!  — n)  - t = i(n* 


n)  — n,^ 
ri)—  2^, 
n)\ — 5/1, 


i étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons. sont  doubles,  comme  les  précé- 
dentes, parce  qu’on  peut  y permuter  les  lettres  / 
ei  .. 

*'  Ün  voit,  d’après  cela,  que  la  partie  des  valeurs  de 
cTÇ  et  cTÇ'  qui  provient  de  la  combinaison  par  voie.de 
soustraction  des  argumens  Z et  Z' sera  composée  d’un 
nombre  indéfini  de  termes,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  rigoureusement  les 
valeurs  de  cTÇ  et  de.J'Ç'  qui  dépendent  de  l’angle 
5n't  — 2nt , et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites , et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites,  il  suffira  de  tenir  eompte  des 
plus  considérables;  en  général,  ce  sont  celles  qui  ré- 
pondront aux  moindres  valeurs  de  i;  et  4|en • effet , 
on  verra,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  les  inégalités  du 
rayon  vectètir,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à mesure  que  leur  argument  dépend  d’un  plus 
grand  multiple  des  moyens  mouvemens  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice’.  Les^pre- 
miers  termes  de  ces  séries  seront  donc,  en  général, 
les  seuls  qui  puissent,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R et;R',  produire  des  inéga- 
lités sensibles  dans  les  valeurs  de  J'Ç’  et  de 

Considérons  maintenant  ' la  seconde  partie  des 
formule^  (o):  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration,  auront  la  très 
petite  quantité  (5n  — - 211)*  pour  diviseur,  sotit  ceux 
qui , dans  les  intégrales  (/V/'R)*  et  sont  déjà 

divisés  par  5h'  — 2n,  En  nous  bornant  donc  à dé- 
terminer ces  termes,  il  faudra,  poiir  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  J' d'K  et 
avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
largument  5n't  ^ 2nt. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  cTf  et  de  cTÇ'  sera 
comprise,  par  conséquent,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  et  Vt,  (xest-à-dire  dans 
^ celle  des  argumens  zéro  et  Sn't  — 2nt,^ 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela- 
tives à cette  combinaison. 

Inégalités  de  et  qid  résultent  de  la  comhi-- 
naîson  des  argumens  o et  5n't— îint.  ' ^ 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o) , en  n'ayant  d’abord  égard  qu  a sou 
premier  terme. 

Si  l’on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique' 
du  développement  de  la  fonction  R , et  qu’on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  ^ on  aura 

R = ~ 

a ' • ^ 


» — • 


1 
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et  par  conséquent  ■ ' ■ ^ 


«fR== 


771'  </A^®)  n , 777'  rfA^®) 


En  prenant  la  différentielle  d'S^,  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  que  les  coordonqéesde*Jw, 
c’est-à-dire  qu’il  faut  différentier  l’expression  précé- 
dente par  rapport  à d'r,  en  regardant  cTr'  comme  cons- 
tant, On  aura  ainsi 


ndt 


m 

a 


a 


dJr 

da  * andt 


Supposons  qu’en  n’ayant  égard  qu’aux  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l’angle  — 2nt  on  ail 

^==FC0S(5»'< 2/2i-f-5é'  — 26+y^), 

F étant  déterminé  par  la  première  approximation  et 
étant  affecté  du  très  petit  diviseur *5»'  — 2n,  En  vertu 
de  cette  valeur  on  aura 


. Fsln(5n'/ — 2n/-|-5*' — 2t) . 

« 

Setrû 


“sim"' 


m{5n — 

== . aa  

ndt  un  da 

^ * 

Et  en  multipliant  cette  expression  par 
en  supposant,  comme  dans  le  n°  18,  a = — , on 

, i 

aura  la  partie  correspqndante  do  Ç réduite  en  se- 
condes. , . , . , 

On  doit  observer  ici  que  la  différentiation  relative  à 
la  caractéristique  d' introduisant  dans  le  multi- 
plicateur Sn' — 2« , la  valeur  de  cTÇ  ne  semble  af- 
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fectée,  après  la  double. intégration , que  du  diviseur 
i 2n  ; mais  comme  la  quantité  F renferme  im- 
plicitement le  même  diviseur,*  il  en, résulte  que  l’i- 
négalité correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5n' — 2/1)*,  et  qu^elle  est  dé  Fordre 
des  quantités  que  nous  considérons.  Il  n’est  donc  pas 
permis  de  la  négliger , comme  le  suppose  Laplace, 
(Mécanique  céleste,  n"*  16,  livre  VI),  et  l’on  verra 
qu’en  éffet  cette  inégalité  s’élève  à plus  de  8''  sexagé- 
simales relativement  à Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d’exactitude , substituer  dans  les  équations  précé-’ 

rr{ 

dentes , à la  plaee  de  — la  partie  non  pério- 

dique  de  R , exacte  jusqu’aux  quantités  du  quatrième 
ordre' par  rapport  aux  excentricités  et  * aux  inclinai- 
naisons,  et  que  nous  avons  désignée  par  F dans 
le  n"  17.  ...  . . , 

Supposons  réciproquement  qu’en  ne  considérant 
que  les  termes  dépendans  des  cubes- et  des  produits 
de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons , on  ait 

* • • 
R=:m'Psiik(5n'i-^2rU~f’5â' — 21)  ~^rnP'co8(5n'-l — . 

Il  faudra  combiner  avec  cette"  valeur  de  R celles 
qui  proviennent  des  pitiés  constantes  de  et  de 
J^r  ; nommons  aF  et  à'F'  ces  parties , en  sorte  qu’on 
ait 


il  en  résultera 
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i 

••  % 

=r  m‘ F4-«' sin(5/ï't  — àn/ 4- 5/ — 2«) 

c> 

\ ^ ~dÂ^  ^ ^ ^ 4*  5l' 2t  ) , 

d’où  en  diffërentiant  par  rapport  suit , eti  regardant 
n't  comme  constant,  on  tirera 


am/aa'— ^ F'^  cos  {bn't  - wt  + 5«'—  a.)' 
rrdf  V.  (la  daf  J 

+ 2m'^aa'^F4-a'*^  F'^  sin  (5/ï'é  — an«  + 5/  — a§). 

t 

En  multipliant  cette  expression  par  ^ 

on  aura  Ta  partie  correspondante  de  «Tf . 

Considérons  maintenant  le  second  ternae.  de  la 
même  formule.  Supposons comme  précédemment, 

R = m'P  sin  {bn't  — an«  -f-  S»'—  a*)  -f*  m'P'  cos  {5n't  — tnt  -f  5s' — a»), 

d’où  en  différentiant  par  rapport  à nt , et  en  intégrant 
ensuite on  tire  : ^ 

fd^szm'g — ■ [P5tn(5n't— ai»f +5»' — a«-f  > 

g. étant  une  constante  arbitraire. 

En  nè  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l’argument  Sntr~-  on  aura 

(/rfR)’=— [Psîn<5n'«^anl-}-5»'‘^ai)+Fco8  (3«'«— an«4-5i'-rai)]. 
''  r -,  . ' , . ' 

On  a d ailleurs  , n®  92, livre  II, 

I dk^'^'>  \ 

» 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donci  en 
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en  vertu  du  terme  précédent , 

r > — ^ * W -h  -i 


^ f5rt'— a«j* ^ -a*)^Tcos(5n'/-2/î;-f-5g'_2,)i 

. • ' , ‘ ’ — " fN  i » . ;* 

En  réunissant  cette  inégalité  mx  deux  inégalités 

déterminées  précédemment , on  aura  la' valeur  com- 
plète de  cTf , résultante  dé  la  combinaison  des 
mens  zéro  et  5n'i  — 2nt. 


59.  Pour  avoir  la  partie 

ce  e de  «TÇ  que  nous  venpnVue  déterminer , repre- 
nons la  seconde  des  formules,  (o) 


• * * 


En  suivant'! analyse  du  numéro  précédent  , et  en 
supposant 


/>•' 


I ' • * f 


•^=F'cos(5n't+27j<-|-5«'^26-fy’)  ' '■ 

on  trouvera 

a d'.i'W m(Snf — in)  , </»AC*) 

. ~~  . ia^ • " * • P • *«n  {^nU  — mt  -+. 5.'  ~ 2« .+  /O, 

et  en  multipliant  cette  expression  par 

(5/i' — an)*sin  r"  ’ ■ 

on  aura  Finégalité  que  te  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  , 

, . Réciproquement , soit  * . 

; ■ ■ ■ t 

• R't=  wiFsin  (5/i'«  ~ int  + 5/-  a.)'-f  mFcos  (/»,/<  _ mt  4!  5/-  a,)  / * 

et  supposons  , comme  plus  haut,  ^ 


îl  = F . - F' 


on . trouvera.  « 
Tome  III. 


« • 


. I 


16 


■V 
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J'R'=ïb(  a ^ F 3»<+&’—  2ê) 

^ ^ ^ ^ S' ^ 2nt-\~hî' 2ê)  .. 

En  différontîant  cette  Talenr  pfer  rapport  a on 


aura,  t • •'  • * 

= cos  (5n'i  - + .V- a*) 

dt  \ éa  ^ da  J ^ 

< — %mn'Çaa!  ^ (5/*^t  ^ 5/^^  a»}* 

. ,•;  >.  ' 

Les  quantités  P',  P,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs qtiè  daùs  lé  n^  58-,  fcbmrtife  on  a à très  peu  près 
5n!  = 2n,  ü est  aisé  de  conclure  que  l’inégalité  de 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  cTR',  est  liée 
à l’inégalité  correspondante  de  cTÇ  par  Féquation  or- 
* dinaire  4e  condition 


) 


\ * 

Par  l’analyse  4ti  n^  58  on  verra  qüé  1è  second  lèiine 
de  l’exprefôion  de  produit  le  terme  suivant  : 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  âùx'  déüx 
précédentes,  on  aura  la  valeur  complète  dé  la'pèrtie 
de  cT^',  dépendante  de  la  combinaison  des  argumens 
zéro  et  — nt. 

Calcul  des  termes  de  cTÇ  et  de  J'C  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  Urgumens  3ti't-— -ht  et  2n't — nt. 


6o.  Le  dernier  terme  de  chacune  dés  !<>Wntileis 

t 


* • ♦ 


• 


gTf  = — f dt 
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{■o)  fië  ;âaanttt . produira  dans  les  valeurs  de  * 
et  de  aucune  ine'galité  dépendante  de  laugle 
5n't — 2nt  et  du  troisième  ordre  relatk^ment  aux 
excentricitésj  lorsque  l’on  fait  abstracti^n^i^jf^la  com- 
binaison des  arguniens  o et  5»^^—  suf- 

fira dojic  de  supposer  désormais 

;r'. 

^^dK%Ôrnbinaisons  qui 
dcÿ  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérq%s  ;j;pqus^,  n’aurons  égard 
qu’a  ceux  qui’  proviennent  de;|t^1i^Sbleife€F^â3|Mèttfpn 
des  argurnens  w et  2/1'-^-^%*"  parce  que  ce  sont 

eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des.  deux 
grandes  inégalités  de  ’Jiqiîter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Tl  sera  facile 
cTaîlleurs  d’étendre  la  même  analyse  au  développè- 
ment  des  -termes  résultant  de  l’une  quelconque  des 
combinaisons  énuimiérées  a°  5j  ; c’est  ce  que  j’ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savans 
etrangers  ( i),  je  'me  contenterai  donc  d’en  rapporter 
les  résultats  numériques  j lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
> à' la -théorte  des  inégaUtés  planétaires.  • 
Considérons  d^abord  la  valeur  de  . 

Eu  n’ayant  égard  qu’aux  termes  dépendans  de 


.y- 


; » A -»  • 


* • ^ \ “ 

(1)  Mémoires  d«.r  Académie , Savons  élrangers , i8S4- 

• 16.. 


■ \ 
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Fangle  ^nlt-^ant^i  dtt ‘carré  et  des  produits  des  ex- 
cenlQ^ites  et  dés  inclinaisons , soit  ■ \ uïi  ,f. 

R cos  (5n^é  V-  nt  5ê'  ‘ 

^ée'  cos  (57^'^—  n<-f-  5/—'e — 

^ C0s(5/z'<‘ — 5ê'  -i-‘6 2û>') 

^ cos  (5n't  -i  7i^^4-‘3g'  -^g-^in) 

^d*où  réstilte 


t ‘•«-ail)*  J 


j'R=(A/-«r/)[3M(°)e’sin(3rt'r-niH-3«'-»-a<».)+2M(‘)ee'8iH(3n'Z-/ï«+3»'-i-fl»-a»') 

+ M(*)e'*  sin  (3n'<^— ’ni + 3»'-— I — ad/)]”  - 
-|-(<rp  — 3ilV')IVI(3)x*  8in(3râ'î  3»' — • — an) 

c>co»(3/ï'£-/w5-f-3*'-»-^i»)  -fa  ^^-^ec'cos(3»'£-/|£-f3*'-*»-a»') 

^!^^^!^^e'*co8{3rt'£-/i£-^3i'-»-a»')+a  — •Vcos(3n'£-/ï£+3/ 

da  *-  / da  . , 

-fj^.rg^^y4~  e*cos(3n't^%£rt-3%'7*'^®)  cos(3/i'£^/î£H-3«'-«-<i-a»*)r 

*“  ♦ * ^ ■ 
_|.a'f(^!l^^«cos(3rt'£~/i£-f'3<^-f-aai')-fg'-^!^^x*co8(3«'£-^n£-f*3/-- ^ an”|* 

aa  aa  ^ j 

Si  l’on  dilfétentie  cette  expression  en  faisant  varier 

les  trois  quantités  nt  ^ cTr,  et  en  regardant  comme 

constantes  les  trois  quantités  w'i , ^v'  et  ir\  on  aura 

» 

^^-^^^?-=(<r/-JV)r3M(®)e*cos(3n't-/i£-f-3*'-*-aa»)-faM.(*)ee'co8(5n'/-/iï-f3i'-i-»-a»^ 

• -f-  cos  (3rt'£  — n£  -f*  3/ — ■ • — as/.)] 

-^-{3/^/ — «r(^)lVl(î)x*  cos  (3rt'£  — n£  -f  3/—  « — an) 

À Jtu  * ' * * 4 * • 

-I — ~ . [31Vl(o)e*sin(3/»'£ — /i£-f3/-i-as»)-f-2M(')ec^si«  (3«^£-/i£+3*'-i-a(-s»') 
tidt  -,  ■ * < ’ 

-f  M(*)e'*sin(3n'£-/ï£-f3/-s-a«')-fM(Ox»sin  (3n'£ — n£-f3/ — s-aU] 

^/MO  , . ■ ' , _ 

J -.1  a — ; — e*  cr>8(3rt7-n£-f-3» -i-aa* )+a — ; — ee cosCon  t-nt+3t -t-et-i») 

andt  L a«  . ' ^ da  , ' 

-fa  </’cps(3/»^£-/i£-f3/“«-2s»)4-a  -^^x*tos(3/i'£-/i£-f3i'-*-an)^ 

/r  r fiivi(o)  , . ,5  , , 5 / V'  ' «/NKo  .V 

-f  — . a— — c*  sin(3n  £-n£-f-3i  -s-3û»)-fa  — — ec  sin(3n'£-n£-|-3* -*-a»-as) 

a L da  : t ■ I ' \ : 

-ffl^^^e'*sin(3«'£-/ï£-f3/-i-aa»')-fa  ^^^^x*sin(3n'/-n£-+-3/-s-an)^ 
J"r'  r iZM(®)  r/MO) 

-f  -7-.  I rt'— j-p-c*sjn  (3n'£-n£-f 3*'-i-a»)-f a'— ^-y-ec^sin (3/i'£-«£-f 3*'-»-«- 01'^ 
-fa'  ^^-^c'»sin  (3n'£-«£-f3s'-i-a»)-fa'^^^X»sin(3/»'£-n£-f  3*'-s— 
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Supposons  qu*en  ne  considérant  que  les  termes  dé^ 
pendant  de  rargument  zkvlt — ntj  et  qui  sont  de 
Fordre  des'  excentricités  et  dès  incUnaisons , on  ait 

^1* 

— î=  «F  cos  (an'i  — nl  + a/-—  t *-•  »)  -f-  c'ti  cos  {vi't  — nt-t-  it — « — •'), 

U 

—f  = cF' cDs  (an'i  — nf-+*at'— * — tf'G'coi  (an'ï  — nf-f-  a#'— 

« .... 

^ = cH  sin  (3/1't  — nt-h  a*' — • — a)  -^-e'K  sin  (an'/  — nt-f*  — * — a*0» 

A^=z  eH'sin  (an'f  — nt-f- a»' — t — »)  -f- c'K'sin  (an't  — nt-f-  ài' — 


Et  en  différentiant  lès  valeurs  de  — et  J'i',  on  a 

a ' 


d,  ir (an' — n) 

andt^  n . 

i.tv  ^ (an'— n) 

ndt  n 


[cFsin(an'f — nt-f-ai' — •-«)-f-e'G8În(an't-n£-f*at'-*-a»')], 

I * 

[«Hcoi(an't — n £-f-a  •-•)-f-«'Kco«  (an'  t -nt-f-a«'-i-n')] . 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Fexpression  de 

, et  qu^on  ne  conserve  quelles  termes  qui  dépen- 

3él. l’argument  — en  faisant  pour 
abréger  ; . 

r 

P«=«e'.riHVM(')+  K'a'MO  + -^""^lU'MCO 

^ ' da  n da  da  n eut  J 

P(0=e.e'rH'a'M<0+ÎÎÎÎ^^Hâ'M<'i+ |K'aTW(«)+  -Wm(«)  ’ 

• ■ a da  n da  i da  * n • ‘ da  j 

P(*)=  e'î  f iKVM(0-f-^-^Î^^^Ka'M(0-h-G'n'*^^— 

» a da'  n . e/n  J 

P(«)=  e»  r?H'n'M(<>)-f-.^ 

L»  n a da'  n da  J 

P<0=«'x*  P-K'a'MCO-f.  «'  iVKO  —(^LZ^^Gan'ÏÏ^'l , 

n . ^ a da  n ' da  V 

$ • ^ t 

P(»>=  ex*r-H'a'M(»>-f-^— — 

U'*  n . . a da'  n ' da  ii 


I 
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On  trouvera 


tHÉOÜIÊ  AKALWIQüE 


- •}■ 


1. 


gV./R 

'ndt 


.•«►'•Z 
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-4-  P(*>  «in  (5/ï't  — wt  -f*  5i'  — a»  — aa»  — •') 

-f-  P(*>  ûn  (5n'f  -r-  ani  4*. 5*'  -7  a»  3#')^ 

4-  P^’)  sin  (5n'i  — «•  a«<  4-  6i'  — a*  — 3») 

4^  P(<>  »in  (W(  -T-  vintt  4-  5t'  — a*  — »'  •—  aliy 

4-  P(*)  sin  {Snft  — a«t  4-  5i'  — ai  — 0*  — ail); 


expressiou  faisant 

A = P(°)co8  (»4-  a»0. ■^PP)c<jfi{îj^*4-  « ) 4-P(’)cos  3a»'  4-  PO)cqs  3a» 

4.P(Ocos(®4-an)  4-P(5ïcosCà*^4-^a«)i.  ■*  ’ ‘ 

» • « 

et  en  nommant  B ce  que  devient  .œtte,.  expression 
quand  on  y change  les  cosinus  en  sinus',  ."poui^^ 
prendre^  celte  forme  : 

_ A’ sin  (5n't  ~ a/ir4-  5*'—  ai)  — B cos  {inU  — awf  4-  5»'’—  3i). 

naf 

Pour  réduire  ' cette  expression  en  nombres , on 
formera  d’abord  les  Valeurs  des  qu^pfitités 
JVJCO^  et  de  leurs  différences  tant  par  rapport  à ^ 
que  par  rapport  à a',  au  moyen  des  formules  du 
n®  6,  dans  lesquelles  on  fera  i==3.  Quant  aux 
ciuantités  F,  G,  H,  etc. , elles  seront  données  parles 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

Çi . Considérons  réciproquement  les  termes  de  cTR 
dépeadans  de  l’angle  5/z'/  — 2/tt,  qui  résultent  de  la 
partie  de  R relative  à l’argument  2n't  — nt  combi- 
née avec  les  parties  de  J'r,  etc. , relatives  à lar^ 
gument  — /li.. Celte  partie  de  R est  de  l’ordre  des 

. excentricités  ; on  peut  donc  supposer  ' 

» 

• ^ ‘ t • “ 

cos  (Wt  — nt  4-  î/— « — »)  4-  M(')c'cos  — wf4^a/— i — 
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ce  qui  donne  ‘ " 

/r  r rfM(»>  , , ' , , - </M<«)  , , , . , . 1 

*”'®**+'a« -»-®0  J 

. /r  r .rfMH  / - , . , . , . ^M(0  . , , . / O 

-+•^•1  cf  -gco«(an  a» -*-•  ) l« 

« 

Si  Ton  différentie  cette  valeur  en  faisant  varier  nt^, 
i'v  et  «Tr  et  en  regardant  n^ty  S'v',  «Tri  et  comme  cons- 
tans  y on  aura 

d'.^h. 


ndt 


-=(^'-ilV/) . [aM(°)eco»{an't  •'/i£-f'2»'-'»-«^4-M('Xa'oos(a/i'f-/if4-2**-*-«0] 


. [aM(®)<ïsin(an'£ — n£-{-at' — « — »)-f-M(Off'»io(a/i'£-n£-f-a/-»-a/)] 

H-  ^ . ^a'  ^~e«ii(a/i<Nnl+a«'-.-af^a<^|^«'sili(a«'£-»£+^ 

à.^rf  dm^)  , , . , dmo,  rJ\ 

H .1  a — ; — cco8(an'£-n£+af — ; — ccp«a/i  t-nt+%t -t-et)  n 

andt  L i/a  ' da  ^ , . J 

% 

11  faut,  dans  cette  expression,  substituer  pour 
«Tr,  /i''  et  <fri,  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  Targumeot  et  des  secondés  puissances 

des  excentricités  et  des  inclinaisons;  en  n’ejrant  égard 
qu’à  ces  termes,  soit 


/r 


— = F C08  (3n'£  — n£+3i' — </V  = G »in  (3n'£  — n£+3»^ — « ~hg)t 

* ♦ . i'  ^ 

F W -T  at-+3n'-rr^  < 4-/')?  G'«ia  (3/»*£  •—  ««-W^'rn  • 4^)  î 

, » 

d’où  Vpn  tire, 

= — «£  -f-  3*'  — • 4/); 


n3?  ~ 


3n' — n 


.Q  CO*  ^ -f,  3/  ^ g). 


À-* 

. »-•  / 

« * ' * ' I*.'  * 
.'•  ^ - ./ 


% 


I 
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Ea  faisant  pour  abréger 


Q<o)x=  QOs^lc'GVWK»,  Q<»)  ±=  . gGaiVUo), 


Q0)= 

Q(6)=~- 


QÔ)=-eFV*^^^■  Q(5)= 


^ÎVKO 


3/1 

3n'— 3/* 

3/1 


da' 


eFaa' 


rfMto) 
da 


3/1^— 3/1  * 

, 0<7)s= . e'taa  --.  ■ ■ , •* 

^ '»»»  fla 


• . • • . • 

l’expression  précédente  de  deviendra 


' . “ — J — = ®*“  (Mt  — 3nt  ~t~  5i'  — 3*  — » -t-  g') 

• . ndt  , . * 

! \ * -'iv-i-..  - 4-  Q(0  sin  (5/i'ï  — 3/ii  + 5»'  — 3»' — a»* 4*  g') 

4-  .Q(*)  sin  (5/t'f  — r 3/it  -f-  5i'  — 31  — a»  •+■  /?■) 

sin  (,5/i'i  — 3/ïÉ  -+-  5*'  — 3«  I — fl»'4-  gl) 

H-  QÔ)  sin  5i'  — 3«  — « 4-/') 

■ 4-  Q(*)  sin  (5/i't  — <•  3JM  — a*  — td  + f*) 

4-  Q<®>  fin  (5/j'£  .4*  3/tt  ^ 4-^) 

4-  QO)  sin  (5/»'t  — vit  4-  5*'  — _3#  tt-  , 

OU  bien  en  faisant 


Q(«»)co8  («'— g^)4-Q(‘>cos  (•'— ,^'>+Q<*)co»  (»■— /?)4"QC^>cos(/»'— V) 

, 4-  Qi4cos  («  ^/')4-QC*>co8  («'-/')4-Q<«>co8  (»  ^ /)4-Q<7)cos  («'—/)* 

^ ! . • , ' ' ‘ ' 

et  nommant  B,  ce  que  devient  cette  expression  quand’ 
on:. y changé  les  cosinus  en  sinus  ■ - . . ' 


* » * 

££'la  = A,  sin  (5/t'ï  — 3/i«  4-  5»'  — 3.)  — B, cos  (5/»'£  — 3/i£  4-  Si'  — 3f), 
ndt  ' ^ . ■ 

. ' ^ . 

Les  valeurs  des  quantités  M^*>  et  M^'>  et  de  leurâ 
différences , se  détermineront  aü  moyen  des  formules 
du  n®  8i , livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  ?=  2,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation.  - 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
pioyen  mouvement  de  Saturne , correspondantes  auiç 
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deux  inégalités  du  moyen., mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  c’est- à-dire ia 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du. second 
ordre  par.  rapport  auxi  forces  perturhatriçes , et  qui 
résulte  de  la  double  | .combinaison  / ; des  ; argumens 
27?^  et  2/i'/ — Si  l’on  désigne  par  etc., 

ce  que  deviennent  P^°^,  PO^,  etc. , relativement  à cfette 

, - -V  '*  i X i,.  w..;  i ’ 4 

demiere  pfanete , on  aura  . >:>**.  v . 

I » J>.  *. » 1 ' »•**■  *-• 


K 


5n'-/i„,  , rfM(')  3„  ,<mO)  , rfM(«)  3.,  ,(/M<on . 

r-FV*  —T-7 Fait— — y-G  Gaa' — - — 1 1 

3n  da  a da  an  da  a da  J 


-Gan'^ 

an' 

da' 

a 

5n'-n 

,dmo) 

--  Fna'- 

an' 

da' 

a 

,/» 

^Gfltt' 

i .«a  < • 

da' 

a 

^ Fna' 

..^n' 

da'  ' ' 

0;  Q'o>; 

été,", 

.cë  '< 

. da 


■i’ 


deviennent  , Q^‘^,  etc.,  relativement  à 7»',  on 
• <• 

trouvera . 

Q'(o)==>-(Ê217:2)gVM(p),  Q'C0=-^^ÙVM(«),(yC)=aG'nM(‘'),  Q'(3)=G«'MC0, 
. , an  ’ , da  ^ ^nf  da' 


ïr  • / ..  „ ,dM(-0  ' 

Q(6)=_  ïr<tfl  • Q'0)=-Fnn  i 


Et  en  nommant  ensuite  A'^  et  ce  que  deviennent 
A,  B,  A relativement  à w!,  on  aura 
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^5o 
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— A— ==(A'+^')sîn(5n't — a/i«-f*5i'— a*) — (B'4-B'/)coi(5n'N3Wif4'5*'-ai5^ 

Remarcfuons  maintenant  <jne  par  Ja  nature  de  la 
fonction  perturbatrice  ,►  leS' valeurs  des  quantités 
M^*^,^etc.,  relatives  à laction  de  m' sar  rh,  sont  égales 
à oélles  des  quantités  correspondantes  etc., 

relatives  à Faction  de  m'  sur  m , multipliées  par  — ^ 

autant  que  Ton  fak  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment, la 'quantité  A^*^,  parçe  qu’elles  se  rapportent 
alors  au  développement,  de  la  partie  commune  aux 
deux  fonctions  R et  R'.  Quant  à.,ceUes  de  ces  quan- 
tités  qui  renferment  A^’^/dansHe  cas  de  mouvement 
de  ni  troublé  par  m' , il  faut  supposer  ( n®  24  ) 

— û6,  et  dans  le  cas  de  m' troublé  par  i»„ 

â 

il  faut  faire  --i  eu  foisant  donc  sîmple- 

fl  . 

ment  dans  les  deux cas<z'A^/^=  1}^  — a,  les-  valeurs 


de etc.,  lorsqu’on  éonsideréiSi  tes  péHur- 
bations  de  seropt  ;;vaJ^5urs  des  mértiCS  quan- 
tités relatives  au^ç  perturbations  tie^w'  dans  le  râp^ 
port  de  wà  m'.  Cela  posé,  si  Ton  comparé  respec- 
tivement entre  elles  les  valeurs  des  quantités 
p<0^  P<‘>,  etc.,  et  P'W,  P'^;'>,  etc/,  en  observant 
que  5«'  — étant  une  très  petite  quantité , oq  peut, 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5w'=2/ï, 
on  aura 

les  quantités  (ÿ®^,  etc. , etc.,  seront 

liées  entre  elles  par  des  équations  semblables,  en 
sorte  que  relativement  à cette  partie  de  cfR',  on  aura 


ou  SrerÈME  DU  IfOBOE. 

mdt  m^dt  * 


üSi 


Soit  maintenai)t.«rK'  FaqgmeRUtton  de  la  fonction 

cTR  lorsqu’on  fait  croîtra  la,  valeur  précédente  de 

* ¥ * • ^ 
a!hS'^  de  a — -7 , on  aura  évidemment 


tt" 

m' 

m 


cTR'  = — eTRr-cfR"; 
et  en  ne  considérant  que  la  seconde  ^rtie  de  la  va- 
leur de  éTR',  on  trouvera  encore  = — 
on  aura  donc  généralement 

d".i^'  V./R 


m'dl 


mdt- 


m'dt 


m'^dt  * 


Et  ocUe  relation  fort  simple  donnera  très  aisément  la 

valeur  de  lorsque  celle  de  sera  déterminée, 

' dï'  V ' ...... . \ dt 

on  n^aûra  ^ calculer^  qûè  ia' valeur,  de  <TR",  qui  sera 
toujours  très  peu  corhpliqûée*  Si  lés  quantités* 

M^‘>;  etc. , qui  dépendent  du  développement  de  la 
fonction  R ne  renfermaient  "pas  la  q^uantité  , on 
aurait  simplement 


mâl 


<f./R 


Dans  ce  cas  les  inégalités  correspondantes  des  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  dé  Saturne  sont  liées 
entre  elles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondantes  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  masses;  cest-à-dire  qu’en  n’ayant  égard 
qu’à  ces  parties  des  valeurs  de  cTf  et  de  Ç' , on  a 


a y/ 
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En  effet  ^ ces  inégalités  sont  alors  déterminées  par 

les  équations  . -, 


y < . • 


•<< 


d’où  résulte  la  relation  précédente. 
Dans  le  cas  général  on  aura 


< , 


.Qi^  J représente  une  quantité  peu  considéràblè  délermi- 

née  par  l’équ^ti^ïi^^-^T-jj^,— mêmes 

relations  existeront  entre  les  inégalités  qui  résultent 
des  diverses  combinaisons,  énumérées  n®  5j,  et  en  gé- 
néral entre  les  parties  correspondantes  des  inégalités 
à longue  période  de  deux  planètes  m et  m!  troublées 
par  leur  action  mutuelle , qui  dépendant  . 

des  forces  perturbatrices  ; cela  ti,enj^  éyi/dçiHp^e^  ù'.  )^ 
forme  des  différens  termes  des  expressions  4^ 
etcf'JR'. 

65»- Au  re.s^#  î\\P?Wste;geïaér^4<ÇP^I^^ 

leurs  çpjrppl^tè^  et  cTÇ'-une 

équation; de  condukia'-que  l’on  peut  démontrer,  à 
priori,  et  qui  n^est  qu’une  extension  aux  inégalités 
du  second  ordre  de  l’équation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités,  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force,  perturbatrice,  des  moyens  raouvemens 
de  deux  planètes  m et  m!  qui  réagissent  l’une  sur 
l’autre,  équation  que ‘nous  avons  démontrée  n®  5g . 
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Cette  relation  devient,  ici  d'autant  plus  importante  ^ 
que  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

’ Reprenons  l'équation  (i  4)  du  il®  39*'  * ' ' ' 

4 \ **î  f*" 

(IVH.m')ra<i'R+(M4«i)'“'‘^"R'=(M+’nO'>w>*' 

- I - , 

Les  caractéristiques  d et  d' désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux , coor- 
données de  7»  et  de  772%  et  en  supposant  pour  abréger 


+ (y  - (*'  - ' 

..Pour  détérrniner  le  mouvêriient  autour  de  M de 
la  planète  ni  troublée  par  l'action  de  m'y  on  a par 
le  n®.  8 du  second  livre,  . • — t . ? 


<Px  , (M  H-  m)x  , m'x\  , 
-Jë  + - — + — — m' 


dx 


• ’ " t ' * • • 

. (W  4-  nt)jr  , ' m'f  dà.  ^ y ‘ 

ÂT 73—- + -73-  — - O . 

^ æz  , + mV'  „ 

77 H 1-  -TT-"»  Tz^P-:y.  - .. 

• • . « « » - 

Le  mouvement  de  m'  troublé  par  l'action  de  m 
sera  déterminé  par  les  mênries  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à 772  en  ce  qui 
est  relatif  à ttz',  et  réciproquement. 

Si  l’on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  î six 
quantités  , qu’on  lès  subs- 
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tîtuê  dand  féqualidn  (<)',’qu’on  mtègVe  ens'u^^  Vé- 
quatîôn  résultante',  en  observant  que 

, k f Jf  • Iv»*' 

xdx+^dj'+zdz=tdrj  cddid +y,df' •f-z'dz[=zd(b' , 

, t 

et  que  par  la  nature  de  la  fonction  A ou  a 


àùi  . , d^,,,dA  dA  , dA  dA  . 

^ dt  ,'dx'  dy  dz 


dA  . dA.,  dA,  dA  , dA  , dA  J 


dx' 


dx'  ' dy 

otttrottverà  . ; î,.:!-: 

. , 4 ^ ^ • , * * f * , ^ y - * , > 

(M-f.  nt')m /d'R  + (M  H-  m)  m'f  d"R'  = const.  + mm'  + y J ) 

Noua  né' coDsidérero*fi  dams  les  deux  membres  d«  cétte 
éqiiatîcm  c[ueles  ternies  TCfui  depeùdeotî  de  rangement 
^fi't — 2Tit,  et  qui  ayant  pour  divifeeur.5«'r-!Ma,‘ sont 
du  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
aux  ihcltoaisons  , ces  ternies  > en«4fet,  étap^t  les  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégration  la  quantité  (5w'—  2fi)“  pour  diviseur  dans 
les  valeurs  de  cTÇ  et  de  Observoj^  d abord  que 


les  fonctions 


- 'S  f.  i ! f;  • 

et',*  j ; ^ 


mm 


, dvdpo'  -f  <r^r'  + dzdz  , 


lî', . * >’!  - 


. fltt  + m 4-  * 


i / 


né  iCTfermeW;.  auduai  térw^de  , cette  -Osipèce  lors- 
qu’on y substitue  pour  jc,  etc.  > l€mrs  valeurs 
elliptiques , n“  6d,  livre  II. 
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Si  l’on  considère  dolic  sinriplemietit  lfe$  lertnefe  dè 
Toi^drè  dans  Tequation  (Pj , on  auta  • ■ 

/w/^fR4-/n'/cr'R'==;p  (/?).. 

G’est  l^qnàtion  à laq'Oeïlié  nouô  sômmes  ‘ par- 
venus n®  39,  et  qui  nous  a donné  la  relation  très 
«impie  *qui  «existe  entre  Ifes  inégalités  dé  et  dè  J'Ç', 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  forces  per- 
turbatrices. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre  par  rajqsOrt  aux  masses  dans  le  second  membre 


dè  i’équatîôn  (P),  la  fonction  inn^  étant 

déjà  du  troisième  ordre,  il  suflit  d’j  substifuerponr  r 
et  / leurs  valeurs  elliptiques;  elle  ne  peut  donc 
donner  aucun  terme  du  genre  de  ceux  que  nous  con^ 
sidérons.  Quant  à la  fonction 

'*  ^ I . »,  . - . . 


—mrrj  'S' 

\ idt*  ' / • ■ 


Il  est  facile  de  s’assurer  qu’elle  n’en  donnera  pas  non 
jdus'àe  semblables.  En  èdfet , soit 
lun  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop- 
pfera  ie‘ produit  dxdx',  par  exemple  , lorsqu’on  y 
Sttbstkûferà  pour  -ér  et  .r'  leurs  yaieurs  ^llipliquès , i 
et  î'  pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  possibles , là 
valeur  zéro  exceptée  > et  A étant  une  Réaction  des 
élémens  des  orbites  de  m et  de  tn'.  Si  Ton  augriient^ 
ces  étemens  de  fenrs  variatioiis  dues  à Faction  réci-^ 
pToque  de  rfi  etdë  /7i%  et  «qu’on  obserN^e  ^ les  Seufe 
ternies  dse  cès  variations  qui  «aient  ttn  pour  dî- 


k 
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seur  sootcçux  qui  dépendent  de  largument  Sn't^unt^ 
on  verra  que  la  variatioù  de  A cos(/'/î'^  + B)ne 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  genre  relatif  au  même 
argument , c’est-à-dire  aucun  tefme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le.  très  petit  divi- 
seur ( 5/i' — . 

Quant  au  dernier  terme  de  réqiiation(P)^  on  peut 
le  réduire  au  suivant  : 


— Mmm'A. 

( ' * . • I • ' ■ ' 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n't  — 2nt  et  pour  diviseur  5n'  — 2W. 

< Il  faut , dans  le  terme  précédent , substituer  à la 
place  de  p , sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or,  si  l’on  regarde  A comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  v,  r',  /,  ou  des  coordon- 

nées polaires  des  planètes  m ei^m!,  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs,  augmentées  des  par- 
ties  dues  aux  forces  perturbatrices,  on  aura 


^ I • * * * • * 1 

« « ».  ■ ^ 

. D’après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de*  cTA  dépendans!  de  Fargument 
qui  puissent  avoir  5«'— a/i  pour  diviseur,. sont, ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de> 
cTi',  etc. , qui  ont  déjà  pour  argument  5/i'^ — ant  ; 
combinés  avec  la,  partie  non.  périodique  de  A.  Ea 
faisant-  donc.. pour  le  .moment,  abstraction  de  .ces 
termes,  on  peut  regarder  comme  nul.  le ^ second 


•JUH 
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membre  de  Toquation  (P)  > e|  en  désignant  par 
et  <TR'.  les  fonctions  de. R et  de  R'  qui  dépendent  du 
carré  des  fôrcea  > perturbatrices , cette  équation  ÿ en 
supposant  M=  I,  donnera 


mfd! . J R H-  m'fæ . J^R'  4*  mm^(fd'K  ^/cf'R')=  o (q). 

Si  l’on  ne  considère,  aù. contraire , dans  l’équa- 
tion • (P)  ^ que  les  parties  qui  sont  dues  à la  combi- 
naison des  argumçns  .zéro  et  5n't  — 2nt , on  aura 


f J'R'=  — m/n'd'A. 

• : \ • . >1'  '.J 

Or  ^ la i valeur  de.  R donne  v 

/A  O I / y J'  -H  2Z'\ 

m'A  =a  — R.4-  ni  (^; — -Tt-  • }. 


, Nous  ne  considérons  dans.  J"  A que  les  termes  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  A aveç  céùx  de  J'r,  , etc. , qui  dé- 
pendent de  l’argument  pr,  la  dernijère 

partie  de  l’équation  précédente  ne  fournit  pas  dé 
termes  "semblables,  n*  60, .livre  IL  Ori  aura  done 
simplement,  dans  ce  cas  , m'A  = — ;R,  et  par  con- 
séquent 

nz'J'A  = — cTR.  , » 

> ■ . ' • • • >* 

L’équation  (P),  .en  u’a^yant  égard  qu’à  ces  termes, 
dounqra  donc  , 

\ri f dARi  -h  m'/cfLcTR'  — ' mJ^K 

A*  • » > • • * * * 

En  vertu  de  l’équation  (p)  on  peut  donner  à Té- 
quatîpn  (^)  cette  forme  : 

mfd' . dR  . <TR'  + m!(m  ^m')fæW:=^  o,  (/•) 

Tome  III.  1 7 


I 


V 
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SiJ'on  coQsidère  uniquement  les' parties  de  iTÇ  et 
de,  J'J' qui  sont-  .indépendanttes  de  la  partie  constante 
de  la'  fonction en  vertu  des  formules  (o);’ on 

aura  simplement  !f . ^ i- 

« 

M'  = —^a'n'rdtrd".^K'. 

‘ . ’V  ^ % «*.•••'  •'V  • , 

- On  a , déplus,  pitr  la  formule  (8),  livre  II  • 

L’equation  (r)  , en  la  multipliant  par  et  en  Tin-» 
tégrant  ensuite  , en  vertu  de  ces  valeurs  donnera  ' 


. • ' 


(>* 


r = 

' Draille  tirs,  auk.  quantités  près  de  Tordre  'm,oii 
n*a^\=  n[^af^,  ce  qui  donne.  — Téquation 

précédente  deviendra  donc  ='  ' ' . * * . ..!• 

V«'Ç'=o,  (M) 

• ‘ «*  • 

équation  de  condition  à laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  cTÇ  et  de  «TÇ'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
combinaisons  qu’on  peut  faire  deS  diflerens  argurtiens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  <fR’,  et  qui*  ont 
été  énumérées  n®  67  , 'k  combinaison,  des  ■ argu mens 
Sri't  — 2tit  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette’  combinaison  , eri  les 
désignant  par  entre  elles  Té^' 

quation  de  condition 


' V ■'  ■ r-  J* 


f .• 
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- ’ r't’;  ■>,  f . > ' ’i-’  , , '«  ' ‘ ;.M  • - f ; , 

m V/a . \/a\  — 3m = Ow  (N) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à déterminer  la 
valeur  àe  lorsque  celle  de.cTÇ'  sera  connue,  et 
réciproquement,  ou  bien  elles  serviront  à vérifier  ces 
valeurs,  si  elles  ont  été  calculées  séparément.  ‘ 

Il  faut  toutefois . remarquer  que  s'il  arrivait , 
comme  cela  a lieu  en  effet , qu’une  partie  des  va- 
leurs de  /f  et  de  fût  liée  par  1 équation  de  con- 
dition 

m v/â . «rç  H-  m'  \^à' . (t)  ' ' • ’ 

toutes  -les  inégalités  qui  satisferaient  à cette  cqua^ 
tion  n’ajouteraient  nen  aux  équations^(M)  et  (N)>  en 
sorte  qu’on  pourrait  en  fiaire  abstraction  sans  nuire 
à leur  • exactitude.  D’ailleurs  > le  dernier  ternie - de 
l’équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d’après 
ce  que  nous  avons  dit  n°  62,  chaque  couple  d’i- 
négalités correspondantes  de  et  de  satisfera 
toujours  en  général,  à très  peu  près>  à l’équation  (L). 
U ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l’on  a trou- 
vées pour  cTÇ  et  d'f'' vérifient  Léquation  (Mj,  pour 
qu’on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  lès 
expressions  complètes  de  ces  quantités  ; il  faut  qu’on 
se  soit,  de  plus,,  assuré,  par  le  calcul  direct^  que 
l’on  n’a  omis  aOcune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de<ia 
longitude  de  Tépoque  correspondante  aux  précé- 
dentes. Ces  inégalités  devront  r être  ajoutées  .à  celles 

17.. 
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• • % 

du  moyeu  mouvement  dans  lexpression  des  longi- 
tudes moyenne^.  ’ " J ' i ' 

Reprenons  la  formule  (2)  du  n*’  4^,  qui  déter- 
mine la  variàtion  de  s.  Cette  forrnule  , en  intégrant 
et  en  riégligeànt  les  cubes  des’ excentricités , donnera 

• ••  ■ ■ +[/"<“ (f* ' . i 


En  changeant  .dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à m en  ce  qui  se  rapporte  à m%  R en  R/j^  on 
aura  lexpression  de  J'é'.  . - - ^ 

Exammons  successivement  les  difierens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  dans 
de  termes  divisés  par  (5n' — 2w)*  qu’autant  qu’on  con- 
sidérera dans  J R les  termes  qui  ont  déjà  pour  divi- 
séurs  5/^' — 2«  ; si  Ton  se  borne  donc  axes  termes  , 
la  valeur  de  «TR  rapportée  n^  58,  donnera  sim- 
plement • • : ‘ . 


\ 


/R  ^ ip  J',.  + ^ >. 

2 aa  * 2. 


da'i 


* • • 

J';;  et  J'r  désignant  les  variations  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépendantes  de  l’argument 
^ ^ ' ni 

Mt  — 'mt , et — étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de 'R.  Nous  réduisons,  comme 
on  voit,  cette  partie  à son  premier  terme  ; elle  ren- 
ferme , de  plus , des  termes  dépendans  des  carrés  des 
• excentricités  et  des  inclinaisons  ; mais  œs  termes  ne 
donneraient  que  des  quantités  de  l’ordre  de  celles’que 
nous  négligeons,  puisque  cTret  JV  sont  déjà  de  l’ordre 
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des  cubes  de  ces  memes  élémeus;  on  peut  donc' ne 
pas  y avoir  égajrd.  / . , - 

Cette  valeur  diflerentiée  par  rapport  à a , en  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  cTr  et  ^Tr , don- 
nera 

d . ^ WL  d*A.^°X  (\  , m ^ , 

‘ ' 'V 

Supposons  aux  valeurs  de  cTr  et  de  cTr'  cette  forme  : 

♦ « • . ** 

/r 

— = a/”  [Psin{5«'É  r- — ai) -f- P' cos(5/?'Xr- *4-5«' — *•;]» 
J'/ 

-7-  = — a/  '{_P  sia  (0«'/  — ^nt  -f.  5»'—  ai)  -f-  P'  cos  {Sn't  — ant  -+-  5*' — a*)]> 
a * ‘ 


on,  aura 


t' 


' > 


m 


a*  [Psin(5«'^ — ant+S»'— a»)+P'cos(5n'ï — an(+5»' — a»)}’, 

da  da* 

• • ■ • * 

— /'flHi  «(Sn'^T-a/i  — a»)-+*P'cos(5rt''f — an  f4-5«' — as)] . 


Nous  avons  trouvé , n*  58  > 


7.m'na  , 

T-> ) 

5n  *' 


^mria 

5ri  r-  2#»* 


On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  là  formule  (2)  . 


.^rt'P'sin(5/»'ï-2nt-}-5»'-af)-«'Pcos(5n'<-a««-j-5*''ai] 
(5/1— a/i>»  da*  ^ t ' ‘ 


10mm' nnf 


d*X 


‘ Considérons  le  second  térme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5n'  — 211)*  qui  puissent 
en  résulter  dans  «f6,-sont  ceux  qui  dansda  valeur  de 
fd'Kotil  d^à'5/ï'— art  pour  diviàéur.  ' - • 
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Ton. suppose  dbi^ic  ' > o-.-  .U 

R = m'P  sin  (5«'i  — 2ut  -f-5»' — 3»)  -h  wT^cos (5/j'/ àrit  +5*  ~ 3*)f  ’ 


d’où  l’on  tiYe 

‘ I M /«'  f ' 


« ' 


i i 


l . » ' 


•jni  n 


U ,tl 

‘ ’î 


fdfK=  — ‘ — ttnt+5i — 3*)+P'eos  (5n't — 3n/+5/~â*)j . 

Il  faudra  combiner  dans  ch  la  valeur  précédente  de 
avec  celle  de  ^ qui  résulte  <^e  la  partie  nob  pé- 
riodique de  R ; c’est-à-dire  qu’en  ne  considérant  que 
le  second  ternie  de  la  formule  (2)  on  aura 


if'i= 


, JA(«1 


,-r— r" — t—  7-^.  [<iT'sin[5n';f-a««-f-5« -a*) — a'PcosfSn'i-anî+SiSat)!  - 

(5fi-un,’  da  ■ ' 

Si  l’on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de- ^6  à la 
précédente , en  observant  que 


= — 2a'  — ; — — 


dada*  ’ da  da'^  ^ 

on  trouvera , en  vertu  des  deux,  premiers  termes  dè 
la  formule  (2J, 

^r-  d aa'—i — +aa'a*— — )<  /n  (/ 

(5« — an)*  \ da  da^  / ( — ^ Pco8(5n  f-anZ-f-S»  - a»)  ) 


• Y'  ’ , ‘ , i afP*8fn{^^i — :tntrh5*'r—=M)  1 

(5n'  — a«)*’\  da  da*  /( — a'Pco^(5n'/7anf+5/-3»)|  * 

et  par  une  analyse  semblable  pour.,  la  partie  corres- 
^ ‘ pondante  de  cTe',  on  aura  ‘ . 

} - • 5w*«'*  f ,^dAfp)  . ) a'P'sin(5rt'f — an<-f-5»'~ii«)  ^ 

..  {5n'~vi)*  \ ^ da*  da'*  J\ — a'Pcos(5n't~-^ni-i~5»' — ai)f 

*~(5n'-a/j)*~  V da  da*  Jt — aTcos(5^^'^-a/I^-|-5V — 3*)X' 

. 7 : !';«■.  1 

l ‘ * ' 

, ' , troisième  f terme  de  ^expression  (a)  ne  peut 

donner  aucun  terme  de  1 espèce  de  ccnx 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  203 

COQSÎdëroDS  Jorscfu’on,  néglige  les  quantités  dépens 
dan  tes.  des  puissances  des  excentricités*  supérieures 
à la  troisième.  £n  effet,  pour  avoir- ces*  termes,  il 
suffit  de  .supposer  - * • ‘ V 

1 da  ^ da 

J 

Cette  expression , différentiée  par  rapport  à e , sans 
faire  varier  «Tr  et  cT/;  se  réduit  à zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier'  terme  de  la  valeur 
. de  cAs.  En  n’ayant  égard  qu’à  ce  terme,  on  aura  • 

ij 

«Tg  =;  ndt  ^ aS'e  ^ - 

Il  est  clair  quelles  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
{5u'—  37^)‘  pour  diviseur  sont  ceux,  de  dVz  et  de  cTe 
qui  dépendent  de  l’argument  — 2U<,  ‘ combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de'e  — et  de  —, 

‘f/R  * . 

Or,  e ^ est  une  fonction  du  second  ordre  par  rap-^ 

port  aux  excentricités,  et  les  termes  de  dont  il 
s’agit  sont  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
donc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités,  quan- 
tités que  nous  négligeons.  Tenons-nous-eh  donc  à 
considérer  les  termes  de  «Tê  qui  naissent  de  la  substi^ 
tulion  de  la  valeur  dé  «Te.  On  a pour  la  variation 
de  l’excentricité livre  II , 


IM' 


de  ^ — - aed'K  — andt 

a ‘ ’ / . • edm 


• À 


La  première  partie  de  cette  expressiou  ne  peut  dem- 
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dans  cré.auann  t^rme  du  genre  de  ceux  -^nt>ü 

s'agit^  par  la> même  raison  que  .précédemment*;  i) 

luffita  donc  de»  considérer  la  seconde.  ^£a  n^ayant 

égard  qu  aux  termes  qui  dépendent  de . 1 argument 

Sn’t — 2?it  y on  36, 

^ •• 

. mf an  r<fP  . , t/P'*  *i 

2«)-+.-^cos(5n'f— 5»'— 2«)  . 

On  aura  donc  par  la  substitution  de  cette  valeur 


- m'$L*n*  ,ribr  , , r > ^ 

/i=77p-, -a  —I  a'-5-sin(5n'ï-anr-f-5»  -a#)— « 

4(5w  rte  |_ 


f/P’  n 

~cos(5rt'f-a/if-J-5t'-:H) 

et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à rn!  en  ce  qui 
est  relatif  à m,  et  réciproquement 0on  aura  pour  la 
partie  correspondante  de  «Té''; 

...  m*a'»n'*  tIF' fdP'  . ^ ‘ .'ê/  '.T' 

♦ .4 

. T et  F' désignabt  respectivement  les  parties  cons-- 
tantes  du  développement  de  R et  R'.  Si  Ton  n^a  égard 
qu’aux  ternies  dépendans  des  carrés  des  éxcentricifés 

et  des  incHnaisonSj  on  a . 

* - * * . ‘ * 
f f * / ^ • 

F=— AW+5-H(e*+e'')+— ee'H'co»C»'— «)— ^oa'BC'V. 

2 * O ' 2-  O 

# * > • ' . . . ^ i • 

OÙ  Ton  fait  pour  abre'ger  ' 

. v‘  * « • # • * * 


H = 2«  -i—  a‘  , 


, da 


dà* 


dAC') 


a' 


da  2 da*  ^ 

t t ^ * * 

et  en  multipliant  par^  l’expression  de  F,  on  aura 
Tcxprêssion  dc'  F'.*  . ' 


' ( . 
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- ' 64.  Il  est  aise  de  s’assurer  que  les  variations  des  excen- 
tricités et  des  longitudes  des  périhélies  ne  contiennent 
aucune  inégalité  de  l’espèce  de  celles  que  nous  venons 
de  considérer  ici,  c’est-à-dire  aucun  terme  dépen- 
dant de  l’argument  de  la  grande  inégalité  du  second 
ordre  par  rapport  à la  force  perturbatrice , , et  qui 
ait  pour  diviseur  la  très  petite  quantité 
du  moins  tant  qu’on  n’a  égafd  qu’aux  termes  dépen- 
dans  des  troisièmes»  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons  ; il  n’én  saurait  donc  résulter  dans  les 
expressions  des  longitudes  vraies  de  m et  de  m'  que* 
des  inégalités  insensibles.  En  réunissant  par  consé- 
quent les  diverses  inégalités  des  moyens  moüvemens 
de  m et  de  m'  qui  résultent  des  combinaisons  énu- 
mérées n°  5y  , et  celles  des  longitudes  des  époques 
que  nous  venons  de  déterminer,  et  en  désignant 
parcT^,  etjcTe'  ces  sommes,. pour  déterminer 

les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  Ion*: 
gitude  de  m et  ,de  m'y  ou  aura  - -.o'»  i » A 

^ cTv  -4~  cTe  5 \\  V> 

• ^ ^ 

• • f • • > • 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendante^,  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  ceux  qui  sont  relatifs  à l’ar- 
gument de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne,' dépendantes  de  là  seconde  puissance  de  la 
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force  perturbatrice , et  relatives  à un  arguitient  qiiæl- 

conque  de  la  manière  suivante. 

^ Soit  tt  cos  (mY"^ — int  4^^A)'im  terme* du 'dëvélôp^ 
pertierit  de‘  R‘,  et'soit  Ksin(iW‘ — /ni  -f-B)  Tiriéga- 
litë  qui'* en 'résulte  dans  le  mouvemenU^de  7w. ‘L^ex- 
pression  de  K,  d’après  ce  que  nous  àvôns  dit^n*'  nS  ^ 
aura  pour  diviseur  l’une  des  trois  quantités 

in)  ou  (iV — iri)'^t:n.  Maintenant^  si  l’on  veut 
avoir  égard  àux  termes  dépendans^du  carré' de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra/à  la^placô  den'^  et  de 
substituer  f nd't  et  f ndt  ;*  et  faire  croître'  dans  H 
et  A les  élémetis  de  Torbi te  elliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a / ndt  = n't -f»* Ç"' et  fndt  = -f-  f ; 

il  faudra  donc  dans  le  terme/H  cos  (i'nV -i- A) 
augmenter  les  longitudes  n't  eX  nt  de  ^ et  de  et  eù 
n’ayant  égard  dans  les  valeolv  deces  quantités  qu’aux 
termes  cüelatifs  à la<‘grande  inégalij.é’:  il  en  résulterà 
dans  li, un  terme>  du  second*  ordre  de  * la  , formé 
A:H  cos  \j!n't  — int  zàz{Sn't  — -ani)  -f-  A -j-  C},  et  I^nér 
galité  correspondante  de  m aura  pour  diviseur 
\i!n*  — in  zfc:  {M  — in)  ]*,  l'n'  ~ in  db  (5«'  — in) , 
l'V — in  z^  — 7,n)±n,  Si  i'n' — in  ou  i'n* — jz/iit/i 

nç  sonlp^s  dç  trçs  petites  quantités  de  l’orclrè  5n^-^jin, 
ori,peut , dans  lies  diviseurs négliger  5/if  — ’a/î^dé-^ 
vant  i n —^in  et  in  — inzxzn;  en  soim  <^ue  1 iné- 
galité correspondante  à J 

?ï(n6q>  briLf]‘Sîî|  , -/a  fjfoYi  .Zd 

- ; J?H’C08i[/W intidz  {5n't  — int),^  A -f-  ,C] 

‘ii  , t jiiliO  UV  ^ 

cAf*a  * 


sera 


jn*  y|;nr/î^  rJ  ‘d) 
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quantité  qui  est  Texpression  ..de  la  yariatioa^  de 
K sîn  {i'n'  — int  -f-  B)  lorsqu’on  augmente  n’t'  et  nt  ' 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  ne  dépendent 
pas  de’^rargument  5n^t: — 2nVy  ou  dans*lesquels  le 
coefficient  de  t ne  diffère' pas  de  la  quantité 
du  coefficient  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n*  pour 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépendantes  de  l’angle  5n't  — 2ut, 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à l’angle  Sn't  — 2Ut  des  autres  éiémens  de 
l’orbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tou- 
jours très  peu  considérables  par  rapport  à celles  du 
moyen  mouvement,  on  pourra  les  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu’on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d’une  planète  , dépendantes  d’un 
même  argument,  on  en  fera  la  somme,  et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme,  comme  on  l’a  dit 
n°  5o.  Soit 

- » • K sin  {fn’t  • — int  -f-  i's'  r—  ü A)  • . . î 


: , 


l’inégalité  qu’on  obtiendra  de  celte  manière  ; K et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites , leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  lïnfTuence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  Si  l’on  juge. i’inégàlîlé 
assez  considérable  pour  y avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  11°  29.  On  calculera  la  même 
inégalité,  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
smp  dpda  première , soient  A'  et  W ce.  que  deviennent 
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alors  A'et  B;  oh  anra  ■ ■ ' ‘ 


(fK  K'-  K-  dk  ■ k'—K 

sxs.  -r— « 


dt  200  * dt 


200 


■4 

On  aura  d6nc  pour  un  temps  t quelconque  CQpapté 
en  :^Doëes  juliennes  ^ à partir,  de  T^poque  qu'on  a 
choisie,  ^ , 

1 sin  \ — int-\-ï^  — U 7f-  A .+  ^ ^ > 

• ^ 

et,  sous  cette  forme,  cette  valeur  pouira  s’étendre  a 
plusieurs  sîècle.s,  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grande's  inégalités  de 
Jupiter  et, de  Saturne  exige  qu’on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
â pour  divîseiTr  [Sn* — et  qui  est,  par  cette  rai- 

son, très  considérable.  En  né  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n®  4t  > 


• • C p-iv. 

6m'n*n  1 L 


î«/P 


' 3</*P'  "1 


(Sn'-'in) 


(5n'~in)dt  (5rt'-an)>ci«*J 

I — P — — ; — 7^7 ■ coa(5/»  t — a/tt+5«-at). 

V L {5n'-’in)dt  {5n'-in)*dt*J  ' ./  ■ ' 


Les  valeurs  de  P,  P'  et  de  leurs  difierenCes  se  rap- 
portent à un  instant  quelconque.  Si , pour  fixer  les 
idées , on  prend  pour  époque  l’année  1 8ob  ; que  pour 
abréger  on  fasse 

n P 3i»P 

^ (5n  — 2,n)dl  (5nf  — 7.nydl^  ^ 

n/  - p/  ^ ♦ 

^ (Sri  — Q.n)dt  (5n  — ' 

. • . • I .1  t , ' . \ 

P,  P'  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  à l’époque 
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de  i3oo,  ou  aura  pour  un  temps  quelconques^',  OU 
négligeant  les  puissances  de  t supérieures  à la 
conde , ' • . 


A»  = 


6m'n*a 

{hn^ — 1)7^ 


^ - jnf  H-  5|'—  a,) 


Les  valeurs  de  Q,  Q'  et^de  leurs  différences  s’olî-^, 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  .quantités  !P  et 
P' et  de  leurs  différences^  seront  connu^;  on  pourra, 
dans  ces  valeurs,  n^avoir  égard  qu’aux  premières  et 
^condes  différences  de  P et  de  P',  et  ces  quantités  su 
détermineront  comme  on  l’a  vu  n®  29.  ' ; , 

.Si  l’on  veut  réduire  à un  seul  terme  l’inégalité  pré- 
cédente, on  la  calculera  pour  les  trois  époques  de. 
1800,  aSooet  2800,  éloignées  de.5oo  ans  l’une  de 
l’autre.  Soit  L sin  (5n't  — snt  + 5s'  — 2é  -h  6)  cette 
inégalité  réduite  à un  seuL terme  pour  1800,  et  soient 
L',  C',  L",  C',  ce.  que  deviennent  L et  Ç aux  époques 
de  25oo  et  de  2800,. c’est-à-dire  lorsqu’on  fait  res- 
pectivement t = 5oo<  et  ^ = roüo  dans,  la  valeur  de 
<Tu,  on  aura  pour  un  temps  quelconque  ty  compté 
de  1800, 

dlj  f </>L\,  . /r  / . , r / . y . dC  i*  d*C\ 

^ ' dï ■^3  ^ T ’ 


les  différences  de  L et  ^ se  rapportant  à l’époque 
de  1800,  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n®  29.  On  aura  ainsi 


dh 

4L'  — 3L  — L" 

U—  2I/  4*  L 

dt 

1000  ^ 

dt* 

200000 

dZ 

4r  — 3:  — c 

dK 

aC'  4 C 

dt 

lOOO  ^ 

di^ 

260000  ^ 

4 


« 


4 
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on  donnera  dé  meme  à*  la’ grande  ‘inégalité  de’m'  là 
formé  ^ 


â.  . . . 


}tt h'  ~ * *. » 


-,  «t  . t; 


(A  “H  (Sn't  2nt  -}-  5e'  — 2$) 
(A'+  h't  C t*)cos  [5n't  — 2nt  -|-  èé'  — 26) , 

ët  l’on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  lés  mêmes  procédés.  . 

' Lorsque  toutes  les  inégalités  du'  mouvement  d’une 
planète  séront  ainsi  ramenées  à la  même  ’fOimé  , il 
sera  facile  de  les  réduire  en  tables  qui  s’étendront  à 
plusieurs  siècles  avant  et  aprè^  répôqtie  qu’on  aura 
choisie.  D’ailleurs,  comme  nous  l’avons  dû,  il  né  sera 
nécessaire  d’avoir  égard'aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du'  temps  dans  l’expression 
des  Coèfficiens,  que  pour  celles  de  ces  inégalités  qui 
seraient  considérables,  et  l’on  it’aura  égard  au' carré 
du  temps  que  dans  le  calcul»  des  parties  des  deiix: 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
(5n'-  2n)*'  pour  diviseurs  et  relatives  à la  troisièmè 

puissance  dés  excentricités  et  des  inclinaisons. 
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CHAPITRE 


^ • * • « « ^ . m i tmmm  mm  ^ » 1 » *,  # . 

' / • * * 

' * * , . * * * > * ■ • ' 1 * • ./  i 

‘ • ' I . 

Des  perturbçitions  dans  les  mouvemens  des,  .planètés 
et  des  comètes  . dues  à la  résistance  d!un  milieu 
très  rare,  " , , . . . 

* . > ■ I ; . * ■ ' • • ' - 


67.  La  résistance  <pi*uü  corps  en  mouvement  peut 
éprouver  par.  la  réaction  du  fluide  qu’il  traversé , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  la 
vitesse  dont  le  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  resistaiye  propor- 
tionnelle au  carré  de, la  vitesse;  et  l’acçord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
^^rvés  à la  surface  de  la  Terre  semble  indiquer  que 
c’est  en  effet  la  loi; de  la  nature*  Quant  à la  loi.de 
densité  du  fluide  éthéré  qui  entoure  le  Soleil , elle  est 
absolument,  inconnue^  puisque  l’existence  même  de 
CO,  fluide  est  encore  très  .problématique.  «'Cependant 
on  doit  supposer,  en, général,  que  cette  densité  di- 
minue à ^mesure  qu’on  s’éloigne  du  Soleil,  et  quelle, 
devient  nulle  à. des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
regarder  la  densité  du  milieu,  comme  une  fonctioa 
ipconnue  de.la  distance  I au  centre  du  . Soleil,  et  fajre 
ei^uito  foimede  cette  fonction  différentes  hy- 
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pothèses  f parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s’ac^ 
corde  le  mieux  avec  robservatîo».- ' > ,•  ^ 

Soit  donc  ds  Télément  de  la  courbe  décrite  par  la 

planète  m,  dans  ^instant , et  1 expression  de 

la  résistance  du  fluide  qu’elle  traverse,  p , qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu , étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil,  en  sorte  qu  on  a généralement  p 

en  nommant  r le  rajon'vecteur  de  la  planète  et  A:  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s’exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipliant  donc  son  expi'ession  par  le»  Cosinus 

forme  l’élément  c/s  avec  les  axes  coor- 

ds  du  as 

donnés , on  aura  pour  les  ti’ois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à ces  axes 

. : ds  dx  ds  djr  ds  dz 

^ ^ * dl\  ^ dt  dt  * ^ 


Pour  déterminer  les  perturbations  que  ces  forces 
introduisent  dans  le  -moüvemehf  de  ' la  -planète  ,'  On 
regardera  son  orbite  'Comnfté  Une*  ellipse' variable,’ 
dont  6n  déterminera  les  éléHtOns  'par  la  méthode 
ordinaire.  Nous  pourrîons'  déduîré  'leS  variations  de' 
ces  élémens,  des  formules  que  nous  avons  données' 
livre  III,  et  qui  s’appliquent  immédiatement 
au  cas  oèt  la 'résistance  de  l’éther  est  la  ■ force  per^' 
turbatrîce  qui  agit  sur  la  planète  ; mais  üoUs  ptt>^ 
fît^orts  de  cette  occasion  pour  montrer  comment , 
parla  simple  combinaison  des' formulés  du  ntOUVe-; 


jk 
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ment  elliptique , on  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  Siemens  de  l’orbite'  troublée  sous 
telle  forme  qu’il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  Ton  désigne  comme  précédemment  par  R la 
fonction 'perturbatrice , et  qu’on  néglige  la  masse  de 
la  planete  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  i , les  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé  donneront  d’aljord  les  quatre 
intégrales  suivantes  : r • . ' ' ‘ - 


dx^-^djr*-\~dz* 

d? 


xdjr~rjrdx 

dt 

zdx  — xdz 
dt  • 

jrdz^zdjr 

Jt 


Dans  le  cas  de  l’orbite  elliptique,  R est  nul,  et  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  se  ré- 
duisent à des  constantes , oh  a donc  ^ 


dx*^dj-^-j-dz*  2 

di^  r 


xdjr — -jrdx ^ zdx — xdz jrdz — zdj"  


(2) 


dt 


dt 


dt 


= C . 


• Les  trois  quantités  \ cdt , ^c'dt , \ c'^dt , représen- 
tent les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  m,  pen- 
dant l’instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l’aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l’orbite  ; cette  aire  est  égale 

d’ailleurs  à J \/ci(\ — e^)dty  n*  20,  livre  II,  en  sorte 
ToM£  III.  18 


t 

! 
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qu'on  aura  . - , . . 


r r 


Si  Ton  prend  pour  plan  dé  projection  le  plan  die 

rorbite  primitive  de  la  planète' ) c*  et  c"  seront  de 

Tordre" des  forces  perturbatrices.;  en  négligeant  donc 
* * ' — — — — 

le  carré  ’ de  ces  forcés , ôn  aura  ^ e*)  =s  c. 

Quant  aux  quantités  c'  et  c",  ellbs  déterminent  là 
position  du  plan  de  Torbite  ; et  en  nommant  ^ son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe , et  0 la  longitude  de  son 
nœud,  on  a,  n*  5o,  livre  III.  ‘ 

c's=  \/a(^  — «•).sin ^cos 0>  c*==— 1 — e») sinlp  sinS. 

En  faisant  donc,  comme  ^aus  le  n*  4»  livre  II, 
sin  ^ sin  é = P , sin  ^ cosÔ  = q , on  aura 


P = 


\/a( 


e»)  . 


’U' 


Cela  posé , si  Ton  différehtîe , confoi'mément  èt  la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (a), 
en  faisant  varier  à la  .fois  les  constantes  ét  les  varia- 
bles qu’elles*  renferment , et  qu’oa‘  compare  ensuite 
ces  diôerentielfe;ià  ^leé^^4^^tlôns  (i)^  on  âui^, 
pour  déterminer  lé*é quatre. constantes  a,  e,  p,  q "que 
nous  avons^substituées  apx  constantes  a,  c ^ c', 
équations  suivantes 

’-.'f  f.'--’  i J î tu 


T')  i?^>T 
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équations  auxquelles  nous  étions  déjà  parvenus, 
n®  3o  , livre  III.  * 

On  déterminera  donc  immédiatement  ainsi  les 
quatre  principaux  élémens  de  l’orbite  troublée;  les 
deux  autres  peuvent  s en  déduire  avec  la  rnénie  faci- 
lité. En  effet , par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, on  a 

r = fl  ( I — e Cos  U ) , 

— >ü):=e  — esinfl. 


Ces  é<|uations  , ainsi  que  leurs  différences  pre- 
mières , doivent  également  convenir  à l’éliipse  inva- 
riable et  à l’orbite  troublée , ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles,  prises  relativement  aux  constantes 
qu’elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
elles , soient  nulles  d’elles-mêmes.  On  aura  ainsi , 
5i  , livre  III , 

da{  I — e cbs  u)  — ode  cos  rz+flè^/Msinfl  =:  o , 
eiê  — dû?  -i^desîn  U — du(  i — ecos  = o , 
dû?  \/ 1 — e*  ( I — ecos  du(i  k—  e*) ss=:  o. 

i8.. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour  déterminer  de  et 
dcû,  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  l’on  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur,  de  du  tirée  de  la  pre-r 
mière  , on  aura  les  deux  suivantes  : 

' f . . 


ae  V^i  — ie*dù)s[nU'^ade{e-+‘COsu) — da(i  — e“)s=  o,% 
(di—rdu')aesiQu-\-ade(e^cosu)-^da[i-r-ecosuy=:zo;  J 

t * , 

ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 


de  — d(o 


d.a{\ — e^)^da{\ — ecosw)*  ' 
' <7csin  U 


Cette  dernière  équation  peut  prendre , comme  oii 

sait,  une  forme  très  simple*  En  effet,  ôn  a 

»*  « * 

d,a{\  — e*)  ==  2 V«(i  — e^) .d .\/a{i  ^ e*)  , 

et  en  substituant  pour  da  et  d . \/a{i  — e*)  leurs 
valeurs , en  observant  qu’on  a 


\^a=za*n , et  , 

' dx  dy  dx  * ^ dj-  ' 


dr 


et  faisant  attention  am|  valeurs  de  dx  et  dj  données  , 
no  5i,  livre  HL,  on  aura 


— v'  1 — e*  ) — aW<  , (5) 


équation  à laquelle  nous  sommes  déjà  paK^enus, 
n®  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4)  ' 
pour  da  et  de  leurs  valeurs , on  aura  la  valeur  de  d«, 
et  l’équation  précédente  donnera  celle  de  de  quand  la 
valeur  de  dco  sera  déterminée. 
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Oh  aura  donc  ainsi  les  diffërentiellês'de  tous  les 
ëlëmens  de  Vorbite'  exprimées  aîi  moyen,  des  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela- 
tives àux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
dôpner  à ces  formules  différentes  foimies,  selon  les 
cas  où  l’on  se  propose  de,  les  employer.  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires /’,  v*  .y , ôn  observera  qu’en 
regardant  R comme  fonction  de  ccs  quantités,,  on  a 

dK  = ~dr+~dv-it-‘!^ds. 

dr  dv  ' ds 


Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède 

dR  = ^^dx+  j^dj  + ^dz; 


en  négligeant  les  quantités  qiii  sont  de  l’ordre  du 
carré,  des.  forces  perturbatrices,  on  a.  d ailleurs  , 


'x:^rcos{v — G?),  jr  = ram  V ù)  z = rs, 

* I I • V • " ♦ 

1 

En  comparant  donc  ces  deux  expressions  de  après 
avoir  substitué  pour  dx,  djy  et  «fe  leurs  valeurs,  on 
trouvera  , aux  quantités  près  que  nous  négligeons  , 

■ * ‘ JR  d\\  ' dK' 

JR  ‘ JR  ■ JR 
• ••  ^ ^ dx'^  dv* 

• dz  ' r ds'  * 

4 

‘ ‘i*  . . ' ^ > 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) , (4) 
et  (.5),  et  en  exprimant  les  sinus  et  cosinus  de  l’ancr* 
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ouiHe  exceotriquQ/!/;  eu  fonction  du  sinus  et  du  cosinus 
de  Tanomalie  vraie  v — v , on  aura  les  variations  de 
tous,  les  élenjens  de  Torbile  exprimés  par  des  fopr 
mules  qui  ne  contiendront  que  les  diflerenccs  par^ 
tielles  de  la  fonction  K relatives  aux  coordonnées 
polaires  de'iw  multipliées  par  des  fonctions  de  ces 
coordonnées.  . • ■ 

. Enfin  , si  Ton  observe *que  Von  à,  n®  4>  ' 


•*'  JR 

JR  , 

JR  - * 

â • 

jy 

“ ndt 

de»  ' 

JR 

JR 

• ' " ’t 

^ dr 

da  ’ 

f 

JR 

JR  / ■ JR  ' 

* JR 

sm  {y 

^^-;cos(v 

dp' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré^ 
cédentes  , les  variations  de  tous  les  -élément  se  trou- 
veront exprimées  par  des  formules  qui’ ne  contien- 
dront que  les  différences'  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  Torbite  ellip- 
tique, multipliées  par  des  fonctions  de  ces  élétuowi^ 
indépendantes  du  temps,  conformément  au  théorème 
démontré  généralement  dans  le  jn°  du  livre*  II* 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d’ex- 
primer les  variations  des  élémens  de  lorbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalit^  planétaires. 

6g,  Revenons  maintenant  à la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici  ,*et  déterminons  par  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  Torbite  de  m dues  à la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traver^r. 

Nous  avons  représente  par  ks  forcer 


DU.  SYSTÈME*  ÛD  MOKDE.  ^79^ 

^quî  sollkitent  pi  dans,  1^.  s^ii$_dç  $çs  coordonnées 
rectangulaires  ^ on  aura, donc  .dans  ce  n‘*  ^7  • 


</R  ‘ dsdx  dK 

— — f 


dr  * 


djr 


] ' dsdj'  jR  ^ dsdx 

— P “5F  * ~dt  ^ ^ “IF  * 


^ ^ X * * * 

On  voit  que  z étant  de  l’ordre  des  forces  perturba- 
est  une  quanlilé  dé  Tordre  du  carré  de  ces 


triées 


forces , on  peut  donc  supposer  = o,'  ce  qui  donne 

P = constant , ==c6nstapt  ; c^est-à-d^re  que  Tâc- 
tion  du  milieu-  résistant  Vinflue  pas  sur  -la  position 
dé  l’orbité  de  /»,  ce  qui > devait,  nâturellehient  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite,  que 
ïa  résistance^  (i'u  milieu  éialt  une  force  qui  s’exercait 
tanéenfiellemenf  à chacun  des  élémens  de  la  courbe 
décrite  par  le  mobile.  , , 

*•  î»  j 

En  observant  que  Ton  a 

w « I ' • 

• • \ • 

dx*  -fi  dj*^  -j-  dz*  = ds* , 
xdjr  — jdx  t^dy,  = dt  " 

Les  valeurs  précédentes  donneront  • ^ 

rf'R  = — P ( <i»‘ + rfj*  + rfz*  ) =s  — P ^ , 

~~  dK  dK  ds  ^ r^dsdy 


dK 


dK 


dK 


ds 


rdsdr 


--  .. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les ' formules  (3) 
. et  (4),  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a . * ' 
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■ ' r*dsf^ÿndi\/'t^*j  ‘ 

^ ^ 21^  dsc^-^djr^'-^idz*-  *2  I I -f-  e 

j.u  ^ =-T 


CÔS  U 


. dt^ 
■ 3 


r . a.  a{\ — ecosu)  ' 
* ' 
et  <2“«=  i , OQ  trouvera  saus  peine 

-7  /*  +-ecos  u\ 

. ...  ^;^_.av<7-rrcsrj'-  ; .■ 

. ’ . - rfe.=  _ . • 

‘ ' L.  I e cos  M * J ' 


' edcù  ==  — - ac^/^  fY.  l" 

..  î ‘ ^ \ ir— 


I — e“  siniA 
e cos  ZI  y 


— dœ(^\'. — \/i  ^*)~2pz3^ye  sine^. 

* ' 

On  peut , dans  ces  formules , substituer  à la  place 
ds  sa  valeur  en  en  sorte  qu’elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l’anomalie  excen- 
trique. En  effet,  on  a 

ndtz=zdu(^i — ecosw), 

d’où  , en  observant  que  = æ , on  conclura 

ny  a' 

dsz=z*adu  \/i  — e*  côs*al 
On  aura  donc  ainsi,:.-*  . 

t I 

da  = , . 

».  ‘VI  — e cos  tt  ^ 

de  z=.  — 2o(i  — ^ e*)ùdu  Cosmi ^ “■ 

" VJ  — ecosw  ^ 


sa  V I — e*pzf  ttsin  w y/ 


e co8« 


e cos  U 


edé  =2apt/w(i—  V'i— e*  — e^cQsz^)^/^ 


+ e to  SM 


e cos  U‘ 
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En  nonimant  fndtXe  moyen  mouvement  dans 
Torbîte  elliptique,- on  a dans  l’orbite  troublée  , n*  45, 

livre  II , ■ ■ ‘ ‘ • 

' . * ' Jct^*  ' 

On  aura  donc,  par  ce  qui  précède, 

dC=iadù{\  --ecosM) f (7), 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  éJé- 
mens  de  l^orbite  elliptique  dues  à la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
' tégrer,  il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  mibeu,  ou  la  valeur  de  p.  On  ôljservera  d’abord 
que  là  fonction  p doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité,  puisque  les  perturbations  causées  par  là 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables,  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  a et  ç comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  On  pourrait  d’ail- 
leurs , par  des  approximatiéiis  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés.  . 

La  valeur  de  p , - comme  nous  l’avons  dit , sera 
en  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y substi- 
tuant pour  r ^ valeur  a(i — ecqsù),  elle  de- 
viendra* fonction  de  cos  u.  Supposons  q'u’après  avoir 

.multiplié  par  . cette  fonction,  on  la  ré- 

duise  en  série  ordonnée  par  rapport  aiix  cosinus  de 
l’angle  u et  de  ses  multiples,  et  représentons  cette 
série  par 
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. r*  "i,i  'uiijir' :•*->  ^ r ‘♦■^î^rio'i 

A , B,  Ç étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 

des  puissances  paires  de  e.,  et  devant  être  regardées 
d’ailleurs  comme  des  quantités  positives , lo^u’on 
suppose  que  la  densité  'décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au < Soleil.  ,Si  l’on  substitue  cette  valeur 
dans  les  formules  (6),  et  qu’ensuife  on  intègre  , on 
en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
éléraens  elliptiques  d(3  l’ofbite  exprimées  en  §^riçs 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  .ascendantes 
l’excentricitéi 

<1.1  , (■  . . 4 ^ tk 

Si  lorbitç  s’écarti^  peu  de  la  forme  circulaire,  ep 
sorte  que  e soit  uno.  très  petite  fi’açtiQp , ep  “cgli-; 
géant  Jes  termes  dépendaps  (}n  carré  et  des  pui^^ncea 
supérieures  de,l’exçentriqité,  pp  aura  . ' . 


'"w  sb 


’ ' J'a  = ‘ — 2<2*[ A ü -4-  é(A  -f-  B)sin«] , 

* ^ * t » 

, / e = — 2a['Asin«+ieB(MH7Î  .$in 

==3««(4“*  — afBfiQSw),  . 

CôTo)  = 2ÆfAçOS  W -|-  I cB  cos  2«)  , 

I 

' • « cf  g = — a (A cos  U -p*  ^ eB  cos  2u). 

' ■ . ' ' ' * • l ' 

Pn  voit  par  ces  formules  qup  la,  Ippgitudft  dp*  pér 

rihélie , ainsi  que  celle  de  l’éppquç,  ne  ?.ont  assur 
jetties  qu’à  des  • variations  dont  la  péi'iode  n’excède^ 
pas  la  durée  d’une  révolution  de  la  planète  ; il  en  se- 
rait ' dé  'même  f elà^i  vemènt  à l’inclinaisoiV  de'  TcIrBi  te 
et  à la  longitude  du  nœud,  ^n  ayant  même  égard 
au  carré  de  la  force  perturbatrice;  si  Ton  ne  coa- 
sidère  donc  que  les  inégalités  qu’un  long  inter- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  aS3 

Vÿlk  peut  rendre,  sensible,  on  aqra  . ' . < 

•ik  « • ' ^ 

I • * " 

eTrt  = — za'Au,'  Sê  ^ aeBw , Ç ==  jetnAu\ , 

e/®  =0,  cr«.=  o,  «t/)==  q, /ç  = o;  ■ . . 

< e i J . • nf  . # » 

d^oü  Ton  doit  conclure  que  la  résistance  du  milieu 
n’altéréra  à la  longue  ni  la  position  du  plan  de  l’or- 
bît€  , nt  celle  de  son 'périhélie^  mais  comme  A B 
sont , par  hypothèse  , des  quantités  positives , elle 
fera  décroître  indéfiniment , et  par  degrés  insensi- 
bles,* le  grand  axè  et  l’excentricilé.  L’ôrbi  te 'se 'rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  'formé  circulatrè , et  il 
en  résultera  une  inégalité  séculaire  dans  Tex pression 
de  'la'longîtude  moyenne  , et  par  conséquent  dans  là 
durée  de  la  révolution  de  la  planète.  En  effets  fndi  -^e 

I T * ’ / y ^ f 

étant  la  longitude  moyenne  dè  lâplanèle'dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement introduira 

danë  cette  expression  l’inégalité  - afiAiâ^.  Ainsi  donc  , 

eh  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 

Îfigplaire  de  la  planète  s’accélère  de  plus  en  plqs,, 
t par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  rpn  considère  les^ variations  totales  du  grand  axe 
et  de  .l’excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  on  , aura  cra'==  — /^a*A7C,ôe:=p — 
ainsi , par  l’effet  dé  la  résistance  du  milieu  , l’orr 
bite  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire , tandis  que  la  distance  moyenne  de  la. planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement , elle  doit  finir 
par  attoi.ndre  la.  surface  de  cet  astre.  ^ 

Au  reste , si  les  espaces  célestes  sont*  remplis  par 
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un  fluide  très  rare,  aucune  observation  na  indique 
jusqu’ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ^ mais  il  serait  pos- 
sible qu’’il  eut  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
à cause  du  pcu.de  densité  de.  la  matière  qiii  lés  com- 
pose , comme  nous  l’avons  dit  n®  4®  livre  III. 

7 1 . Considérons  donc  maintenant  le  cas!  des  orbités 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  Ton 
n’a  égard  qu’aux  inégalités  séculaires  que.  la  résis- 
tance du -milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  comète  , on  pourra  ne  s’occuper  que  des  va- 
nations  du  grand  axe,  de  l’excentricité  et  du  moyen 
mouvement , puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  l’époque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules (4)  et  la  formule  (7)  , que  nous  écrirons  ainsi  : 


— 2a*  f pr/?/T  — V t — e*cos*  w , 

J t/ 1 — e^cos*  Z/  I • • -J 

■ i . ' ' • I , I -- 

» 2a(i — e’)  r J r I ~i~€  cosu  , y 

de=-: çdu\  =r=L:r^-.:  — VI — 6*COS*U  ; 

I,!'-  . ^ J i-e’'qos‘'it  i , 1 , -J» 

é • • , 

I -J- ecos  m)  • . ‘ ■ “n  '•‘  J 

' Supposons  qu’en  développant  en  série  ordonnée 

■Dàr  rapport^aux  cosinus  de  l’angle  71  et  de  ses  mul- 

1 r f '•  r • • ■ ^ i.*  « 

tiples  la  tonclion  ^ 

; ' ’ . - '.tsrxvfnqshîS*  ‘>îh1 

, I r P ( I + ^ cos  u)  , 


- I 


<?•  COS*  U * 


I r 


t * - 


. c 


dans  laquelle  on  substituera  pour  p sa  valeur  en  fonc- 
tion de  U,  on  ait  -,  ^ i 
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* A A'cos  w A"cos  '2  u -j-  etc. , 

• * » 

* f ^ ‘ ' 

et  supposons  que  lâ  Yonclioh 

. ‘ • P \/r^e‘cos*«,  . ' , 

J 

développée  de  la  même  manière , donne  là  série 
suivante  : * ^ • 

B -f-  B'  çosM  + B''  cos  2 w + etc; 

U»  t 

en  négligeant  leç  quantités  périodiques  , on  aura 

* r ' 

àa  :=■  — 2a*(2A  ^ B)w , , 

J'ê  = _ ' ~ (A  -;B) 

^ = |^(2A  — B)«4% 

et  pour  déterminer  les  cocfficiens  A et  B,  ôn  aura  , 
n°  1 8 , 

^ 1 fdu{i^eco%u) 

V J O ^ I __  cos*  U - * 

B = — / tdu . v/i  — e*  cos*  U. 

^ J O 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent,  à laide  de 
transformations  très  simples,  se  ramener  à la  formé 
d’intégrales  elliptiques  dans  un  cas  très  étendu  , celui 
où  l’on  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  d’un  nombre  quelconque  de 
termes , et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  r multipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenons  d’abord  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple, 
celui  où  l’on  suppose  que  )a.  densité  du  milieu  est  la 
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même  dans  tcfus  les  points  de  Forbite.  On  a généra- 
lement, n®  67,  p=K(pf  ^1,  r étant  Je  rayon  vecteur  de 


la  comète,  et  une  fonction  de  r qui  devient  égale 

à Funité  quand  r;=  i , enfin  K une  constante  qui 
- dépend  de  la  densité  du  fluide  à Funité  de  distance, 
et  de  la  masse  de  Fastre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
• que  nous  exàmihohs,  on  a donc  p = H,  et en  obser- 


vant due  Fintécraie  C — est  nulle  éntrè  lès 

J 1 — - e*  cqs’m 


limites  m a=  o et  m ==  ^,  on  aura 


A = 

-i 

du 

^ J 

0 1 

^ , 

«'“vCOS'O  . - . 

B = 

i 

\/ 1 — e®  cos*  « 

Ces  intégrales  doivent  s’étendre,  comme  les  pré- 
cédentes, depuis  w = o jusqu’à  w=7r;  mais  il  est 
clair  qu’on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  In- 
tégrant entre  les  limites  w=o  et  w = -j-7r,  et  en  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  de  A 
et  B représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce  ; et , d’après  la  nota- 
tion adoptée  , on  aura , n®  22  , 

• • • • % 

" A f nfe),  ' , ■ 

ê 

'En  substituant  ces  valeurs  dans’  les  'foi^ules  (8)  , 
et  en  les  étendant  à iine  ré'vohitiôn  entièrè  ’de  fei 
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cotn^e  , ce  qnî  suppose  «==  iit , ën  Observant  dé 

1 > Vn  d. 

plus  qu  on  a — = — on  trouvera 

‘ ‘n  au  - ; ' 

d'à  = — 8a*K  [2  F («)  — E(e)] , 
d'e  = - me)- É(e)] 

1 2fl/2K[2F  (e)  — E(e)] . 

' GonsideVôns  en  second  lieu  le  cas  qui  ’setable  in- 
dique comme  celui  de  la  nature  par  l’analogie  qui! 
présente  avec  un  grand  nombre  de  pbénom^es  sem- 
blables qui  se  passent  à, la  surface  de  la  Teri*e,  celui 
ôù  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  l’astre  au  noyau  que  ce 

milieu  recoùvre.  On  atira  alors  f — ~ en  désignait 

par  K un  coefficient  constant,  ou  bien  en  mettant 
pour  rsa  valeur,  on  aura 


_____  K K(  I -f-  CO8 1/)* 

^ fl’(i — ecosuy  d'{i — e^cos^w)* 

• \ 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A et  B',  que  pour  abréger  on  fasse  \/v — A, 
ce  qui  donne  e*cos*M=  i — A%  et  qu’on  obsëfve 
qu’on  peut  omettre  sous  le  signe  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  m,  on*  trouvera 


i 
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Or,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  a (*),' 

. / t - «w>  /S  •-  • 

— • aE(g)  • /a  e* V ï ■ ' p.  . 

. J 3(1  — e«)Vi  — e‘>/  . 3(1— 

t 

on  aura  donc 

s» 

[-  3Ô^  31^. 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formùles  (8), 

• * - * . • ^ ' 

on  trouvera 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment^ en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est.  exprimée  par  une  for- 
mule de  la  forme  * • 

A . B , C , N , . 

p=A+,  - +^,...  + -+  etc.,  • 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l’orbite  de  m au  calcul  des  fonctions  ellip^ 
tiques. 


(■*')  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  I",  page  256.  * 
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72.  Nous  avons  dit  que  jusqu’à  présent  les  observa- 
tions n’avaient  indiqué  dans  le  mouvement  des  plaf^ 
nètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  de 
la  résistance  du  milieu  quelles  pourraient  avoir à*frâ- 
verser;  les  formules  du  n°  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu’ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  : la  matière  éthérée,  s’il  en  existe  une 
autour  du  Soleil , pourrait  avoir,  comme  nous  l’avons 
vu,  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens,  à rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  effet,  on^ a remarqué^dans 
les  retours  au  périhélie  de  la  comète  à courte  ,pë^ 
riode  de  1819,  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment , quelques  inéga- 
lités que  le  calcul  * de  ses  perturbations  n’a  pas  sufE 
pour  expliquer,  et^e  l’on  a cru  devoir  attribuer  à 
l’effet  de  la  résistance  d’un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d’admettre,  du  moins  quant  à pré- 
sent , cette  explication  autrement,  que  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l’u- 
sage des  formules  précédentes,  èn  faire'  l’application 
au  mouvement  de  cette  comète.  1 

Selon  M.Encke,  les  élémens  de  l’orbite^,  en  iSSa, 
étaient  : 


/ 


Tome  III. 


*9 


290  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Passage  au  périhélie , mai  i832,  3^,99098  (temps  moy.  à Paris.) 


Demi-~grand  axe 2.222240 

Rapport  de  V excentricité  au  demi^grand  axe.  0.845433 

Lieu  du  périhélie 1 S'y®  21'  2"^ 

Longitude  du  nœud  ascendant 334*32.  5,2 

Inclinaison i3. 22. 12,3 

Mouvement  moyen  par  jour 1071", 09598. 


D’après  ces  données,  en  faisant  b =:  y/j on 

aura  b = 0,5340807  ; et  si  Ton  nomme  fl  l’angle  qui 
aurait  pour  sinus  l’excentricité  e de  l’orbite,  en  sorte 
qu’on  ait  e = sin  fl , b=.  cos  fl , on  trouvera 

fl  = 57*  45' 6'',  3. 

Cette  valeur  de  fl,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
gendre {Traité  des  Fonctions  elliptiques , tome  II), 
donnera 

log  F (e)  = 0,52 17456,  F (e)  = 2,09771, 
log  E (e)  ==  0,090897 1 , E(e)  = 1,25299; 

de  là  on  tire 

F (e)  — E (e)  = 0,86472  , 

• 2F  (e)  — E (e)  = 2,96245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d’un  milieu  résistant,  de  densité 
constante , 

’ cT/2  = — ii7,o36o8K,  ) 

cTe  = — 5,i8668K,  > (il) 

cTn  = o,4io25K.  ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  paraît  plus  vrai- 
semblable, celui  où  l’on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l’astre  au 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  F (e)  et 
de  E (e) , on  trouvera  sans  peine 

8Ff<r)  ^ ^ 8E(e)  - i6E(e)  q q ^ 

io5,  -j^=i  1,03530,  =80,8 1060; 

d’où  l’on  conclura 


(— 3T.)''W-(— p) 

(—èXW-d-p) 


8E(e) 

8E(e) 

Zb* 


= 51,77198, 
= 4^^22572. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (10),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l’ex- 
centricité et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l’ac- 
tion de  l’éther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 


J'a  = — 4*4>'7^SoK,  \ 

cTe  = — 27,46556K,  V (12) 

= i,45i74K.  ) 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  aux  altéra- 

tions que  subissent  les  mêmes  élémens  par  l’attraction 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i852  à i855,  et  qu’on  déterminera 
par  les  formules  du  n"  32,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations totales  de  ces  élémens  ; mais  pour  déterminer 
numériquement  les  valeurs  de  cTa,  cTe  et  cTn,  il  fau- 
drait connaître  encore  la  valeur  du  coefficient  K qui 
dépend , comme  on  l’a  vu  n”  67 , de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l’astre  en  mouvement,  c’est-à-dire  de  la 
nature  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo- 

19.. 


« 


/ 


« 
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thèse,  comparer  les  formules  précédentes  aux  obser- 
vations, en  n’employant  que  leurs  rapports  entre 
elles,  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter- 
miné K.  Ainsi,  par  les  formules  (ï  1),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  l’excentri- 
cité à celle  du  moyen  mouvement , 





285,29640, 


J 2,64345 ; 


et  par  les  formules  (12),  on  trouvera 


èa 


^ — 285, 29640 , 

^ — 18,91906. 


On  voit  que,  dans  les  deux  cas,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
formules  (9)  et  (10)  ; tandis  que  les  variations  de  l’ex- 
centricité et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différons  ; le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l’excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l’action  des  planètes , en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédons , on  aurait  un  moyen  de 
reconnaître  quelle  est  l’hypothèse  la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ; mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises , les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes',  et  les 
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quantités  qu’il  faut  déterminer  sont  trop  petites,  pour 
qu’on  puisse  espérer  d’y  parvenir  de  cette  manière. 

M.  Encke,  qui  s’est  particulièrement  occupé  de 
cette  comète,  a essayé  de  déterminer  directement, 
par  la  comparaison  du  calcul  et  des  observations , la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a suivi  pour  cela  la  mé- 
thode employée  généralement  par  les  astronomes, 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes. 
Il  a choisi  un  certain  nombre  de  lieux  observés  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  1822  et  i825;  et 
comme  les  perturbations  causées  par  Faction  de  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à 1822,  et  que  la  valeur  qu'on  assignera  la 
masse  de  cette  planète  a dû  avoir  beaucoup  d’in.- 
fluence  sur  leur  détermination , pour  tenir  compte  de 
cette  circonstance,  il  a supposé  aux  élémens  de  For- 
bile  des  corrections^ dépendantes  à la  fois  d’un  chan- 
gement ^dans^la  masse  de  Jupiter  et  de  l’hypothèse 
d’un  milieu  résistant , et  il  a déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  lieux^de  la  comète  par  le  cal- 
cul. La  différence  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités. don- 
nées par  l’observation , lui  a fait  connaître  Ferreur.de 
ses  suppositions.  II.  a formé  ainsi  autant  d’équations 
qu’il  y avait  d’observations,  et  il  les  a combinées  en- 
suite^par  la  méthode  qu’on  doit  à Legendre , de  ma- 


nière à déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c’est-à- 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  etde  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  minimum  la  somme  des  .carrés 


des  erreurs. 
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M.  Encke , à l’aide  de  la  valeur  de  K ainsi  obtenue, 
a calculé  des  éphémérides  de  la  comète  pour  1 828  ; 
mais  ces  éphémérides,  distribuées 'd’avance  aux*  as- 
tronomes , représentèrent  fort  imparfaitement'  \eà 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  ftit 
de  retour  à son  périhélie,  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu’il  joi- 
gnit à celles  qu’il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  dé 
Jupiter  et  pour  le  coefficient  K;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu’il  était 
impossible  de  les  attribuer  à quelques  quantités  négli- 
gées dans  le  calcul , ou  à de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s’en^ tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs , fondés 
sur  l’ensemble  de  toutes  les  observations  qu’on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent don^ 
ner  plus  de  certitude  que  les  premiers,*" appuyés 
seulement  sur  une  partie  d’entre  elles.  M.^Enckelâ 
cru  devoir  en  agir  autrement;  il  a cherché  quelle 
serait"  la  correction  de  la  masse  de' Jupiter  "^néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  dd  coëf- 
ficent  K,  et  il  a trouvé  qu’il  suffisait  pour  cela^de 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale  à 7^5^»  lieu 

de  la  supposer  de  — , comme  elle  résulte  desélon- 

gâtions  des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  résul- 
tat est  d’autant  plus  remarquable,  que  cette  valeur 
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de  la  niasse  de  Jupiter  s’accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  a déduite  des  observations  de 
Pallas , Nicolaï  de  celles  de  Junon,  et  enfin  Encke  et 
Heiligenstein  de  celles  de  Vesla  et  Gérés.  Les  deux 
séries  d’observations  choisies  par  M.  Encke  condui-» 
sent  alors  à la  même  valeur  du  coefBcient  K ; en 

sorte  qu’en  adoptant  la  valeur  masse  de 

Jupiter,  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s’accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planètes,  on  aura 

K — * 

890,852*' 

* V 

Il  faut  encore  observer  qu’il  résulte  des  deux  équa- 
tions de  condition  données  par  M.  Encke , qu’il . ser 
rait  impossible  de  rejeter  absolument  l’hypothèse 
d’un  milieu  résistant , sans  être  obligé  d’attribuer  k 
la  masse  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s’accorderait 
plus  avec  les  autres  phénomènes  célestes , ou  de  sup- 
poser aux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu’on  peut  raisonnablement  leur  atr 
tribuer. 

M.  Encke  a fait  voir  ensuite  qu’en  calculant  dans 
l’bypothèse  d’un  milieu  résistant , avec  la  valeur 
précédente , les  élémens  de  l’orbite  aux  trois  époques 
de  1786,  de  1795  et  de  i8o5,,  antérieures  à celle  de 
1819,  où  le  retour  périodique  de  la  comète  fut  enfin 
reconnu,  on  obtient  des  résultats  assez  concordans 
avec  ces  observations,  pour  qu’on  puisse  attribuer  les 
différences  soit  aux  erreurs  dont  elles  sont  suscepti- 
bles, soit  aux  inexactitudes  des  calculs,  qui,  de  1786 
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à .1819,  comprennent  un  intervalle  de  dix  révolu- 
tions. Si  Ton  se  refusait,  au  contraire,  à admettre 
Fexistence  d’un  milieu  résistant , on  ne  parviendrait 
à représentér  les  anciennes  observations  qu’avec  des 
diâérences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  2t' 
en  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s’élever, 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu’à  169',  résultat 
inadmissible , quelle  que  soit  Tîncorrection  que  l’on 
suppose  à ces  observations.  11  semblerait  donc,  d’a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  Encke , qu’on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l’action  d’un  milieu  résistant , ou  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n’influe  sur  la  mai'che  de  la  comète  à courte  période 
de  1819. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu’en  ad- 
mettant même  l’existence  d’un  milieu  éthéré,  il  res- 
terait encore  à décider  si  l’hypothèse  d’une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil , que 
M.  Encke  a adoptée  dans  ses  calculs,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature,  car  tout  autre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  à la  cir- 
constance qui  a fait  rencontrer  à M.  Encke,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse , déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semble 
simplement  l’effet  d’un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l’aveu  mênie  de  cet  astronome , les  observations 
de  1819  et  1822  étaient  peu  propres  à déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à cause  des 
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perturbations  considérables  que  la  comète  a subies 
durant  cette  période.  Enfin,  nous  pensons  que  c’est 
au  temps  et  à l’étude  approfondie  qu’on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
successifs,  qu’il  faut  laisser  à décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu’il  en  soit,  d’après  la  valeur  du  coefficient 
K donnée  plus  haut,  on  aura 

Sa  — 0,46492 , 

Se  = — o,o5o85o , 

Sn  = 5^",i5o8o. 

Ces  valeurs,  jointes  à celles  qui  proviennent  de  l’ac- 
tion des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i83a 
à i855,  et  permettront  de  déterminer,  à l’avance, 
son  orbite  pour  l’époque  de  son  prochain  retour. 

73 . Les  formules  précédentes  s’appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification , au  cas  où  la  force  per- 
turbatrice serait  l’action  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes , soit  qu’on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d’un  fluide  élastique,  soit  que  dans  le  sys- 
tème de  l’émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation du  Soleil.  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  d’une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé,  si  l’on  transporte  en  sens  inverse  à la 
lumière  la  vitesse  qui  anime  la  planète  dans  son 
orbite , on  pourra . imaginer  ensuite  que  cet  astre 
est  en  repos , et  l’action  réciproque  du  fluide 
lumineux  et  de  la  planète  n’en  sera  pas  ' altérée. 
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L’action  de  la  lumière  sera  alors  celle  d’un  fluide 
élastique  doué  d’une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  : elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une.  force  accélératrice  qu’on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces,  l’une  d’impulsion,  qui  s’exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète , et  qui  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière;  la  seconde,de  résistance,  qui 
agit  en  sens  inverse  de  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  a sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l’on  nomme  donc  a>  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux  forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  à ^ , elles  sont  d’ailleurs  pro- 
portionnelles à la  densité  de  la  lumière  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  au 
Soleil , les  deux  forces  dont  il  s’agit  pourront  donc 

être  représentées  par  ^ ^ La  première  de  ces 

forces  agit  en  sens  contraire  de  la  force  attractive  du 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  lé- 
gèrement. La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d’une 
résistance  proportionnelle  a la  vitesse  de  la  planète 
et  à la  densité  de  la  lumière.  Si  l’on  fait  donc 

~ h ds  h ds^  dl 

r*  dt  r*  di^  'ds 

En  supposant  p = ^ et  en  comparant  cette  valeur 
à celle  de  R,  n®  69 , on  voit  qu’il  suffira  de  multiplier 
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par  ^ les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 
appliquer  au  cas  actuel. 

Les  deux  premières  formules  (a)  donneront  ainsi 


•'  \i  — e cos 

2odt  r(i=il£2üî']. 

■'  L * — c cos  U _] 


Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qua 
des  variations  périodiques  que  nous  négligeons. 

En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 


on  aura 


Soit 


da  — la'nli 
de  •=.  — 2anh 


du  (i  -|-ecos  «) 
(i  — eco8  u)* 
du(i  — e’)  cos  U 
(i  — e cos  uy 


t.  • ■ 


(1”"^cosm)  *=7 A-|-eBcosw+e*Ccos 2M-j-etc. , 

en  négligeant  les  quantités  périodiques , les  formules 
précédentes  deviennent  , , 


da  ^ — a^nh  (A  + c*B)  du, 
de  — aneh  (v  — e*)  B du.  ‘ 


D ailleurs , d’apres  la  loi  du  développement  de 
(1  — e cos  u)~*  on  a . 

' i w A = B = 2(1  — e*)”*  ; 

en  substituant  ces  valeurs  et  en  intégrant  011  aura 
donc 


3oo 
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ah{i  -f-  Ow 


cT^Z  = — 
«Te  = — 


:J  f 
(i  — e®)» 

7.heu 


\/û(i  — e®) 


« et  e dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
comme  des  constantes,  et  étant  les  élémens  de  Tor- 
bite  à rinstant  où  l’on  a zz=  o. 


Quant  à l’inégalité  correspondante  du  mouvement 
moyen , on  peut  la  déterminer  au  moyen  de  la  for- 
mule (7),  ou  la  déduire  de  l’expression  précédente 


de  en  effet  on  a conséquent 


^n$'a 


7.a 


dtf  en  substituant  donc  pour 


cTzzsa  valeur  et  en  observant  qu’on  peut  faire  U'=^nt 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques , en  in- 
tégrant ou  aura 


3A(i-4“  e*)n®/* 
- 

2 a(i  — 


On  voit  par  ces  formules  que  l’impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  effet  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d’un  milieu 
très  rare  quelles  auraient  à traverser. 

L’inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes, 
à cause  de  l’extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 

3 

le  diviseur  (1  — e*)*.  Relativernent  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  l’excentricité,  et  cette  iné- 


galité devient  ainsi 


— yi-.  Pour  déterminer  le  coefii- 

2\/  a 


< 
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cient  h qui  entre  dans  cette  expression,  nous  suppo- 
serons, conforme'ment  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides , rimpulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité , à la  surface  sur  laquelle  elle  tombe  , et 
au  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  En  effet, 
soit  ds  l’espace  que  la  lurpière  parcourt  dans  l’ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesse  co  : la  masse  de  lumière 
quf  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  surface  de  ce 
grand  cercle  ; et  comme  cette  masse  est  animée  de 
la  vitesse  ca,  et  que  l’action  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse,  l’impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera7rR*fc?^/j, 
en  nommant  R le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a d’ailleurs  ds-=.oadt^  cette  impulsion  sera  donc 
égale  à 

.Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  motrice 
que  l’action  de  la  lumière  communique  à la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  Vdt,  P étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  7 5,  est 

. I > hci  1 

égalé  a —,  on  aura  donc 

h = —pJL. 

L’inégalité  séculaire  due  à 

7,y  a 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en  observant  que  a^n*  = 1 , * - i 


l’impulsion  de  la 


J 

1 


I 

I 

I 

I 
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74*  Dans  le  système  de  rémission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu-  ’ 
mineux  qui  en  émanent  : il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
. et  des  comètes , que  Ton  peut  aisément  détermyier 
de  la  manière  suivante.  Soit  i la  masse  du  Soleil  à 
l’instant  que  l’on  choisit  pour  époque , et  soit  i — qt, 
celte  masse  après  le  temps  t,  q étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre,  d’après  le  principe  des  aires;  la 

quantité  ^ exprime  la  somme  des 

masses  du  Soleil  et  de  la  planète , doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ; en  nommant  donc  et 
ce  que  deviennent  a eï  k l’origine  du  temps 
et  négligeant  le  carré  de  l’excentricité  , on  aura 

X/TTf^  ^ Si  l’on  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil , par  ce  qui  précède  on  a 
fjL=i — qtf  on  aura  donc  au  bout  du  temps  t, 


et  en  vertu  de  l’équation  a^n*  = , on  en  conclura 

n = n^(l  — qty. 

En  négligeant  donc  le  carre  de  q,  on  aura 
d'à  = a^qt , cT/î  = — 2qn^t. 

L’équation  = f^ndt  donnera  donc  pour  l’iné- 
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galité  séculaire  due  à la  diminution  de  la  niasse 
solaire 

cTÇ  — — qn^t\ 

Pour  déterminer  le  coefficient  q qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  co  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p sa  densité  au  point  de  Tespace  qu’oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
l’instant  dt  sera  œpdt,  multiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  /^^a'cjpdty 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
on  aura 

q = fyjra^oùf. 

L’inégalité  séculaire  due  à la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil , sera  donc 

— 4'7ta*nû}pt*. 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  a celle  que 
produit  l’impulsion  de  la  lumière,  et  elle  est  infini- 
ment plus  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  quelles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 

3R-  K-)' 

port  de  — 4a*  à ou  de  — i à — g"...  Cette  der- 
ni  ère  quantité  est  nécessairement  une  très  petite  frac- 
tion.  Pour  la  Terre,  par  exemple,  ~ étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l’on  suppose  cette  parallaxe  de  S", 58, 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à 35^^»  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  — 1 à 0.00023124, 


I 


I 
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en  sorte  que  l’inégalité  séculaire  de  la  Terre  due  à 


l’impulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 

En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 


ï=  — 4w-aV®(i  — 

\ 

Cette  formule  donnera  l’inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l’action  de  la  lumière  sur  le  mouve- 
ment de  la  Terre  dans  le  système  de  l’émission. 

L’impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre,  et  Ton 
démontre  aisément  qu’elle  n’influe  pas  d’un  quart 
de  seconde  sur  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à l’équation  due  à la  diminution  de  la  masse  solaire , 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n’a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d’altération,  soit  en  plus , soit  en 
moins.  En  effet,  — qnt*  étant  l’équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à cette  cause,  si  l’on  désigne  par  l l’é- 
quation séculaire  de  la  Terre,  l étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 


qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil,  nt  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  i.  Si  l’on  suppose  que  t représente  un  nombre 
d’années  sidérales , on  aura  n = 36o°  ; en  Faisant 
donc  t = 2000,  on  aura 


l 

■ ♦ 


720000 
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Dâ’près  les  obsei’vations,  l ne  dépasse  pas  à o°,56, 

ainsi  qt  est  au-dessous  de  — - — . 

. * 2000000  > 

75.  Si  Ton  regarde  la  gravitation  comme  résultant  de 
l’effet  de  l’impulsion  d’un  fluide  vers  le  centre  d’at- 
traçtion^  ilj  résultera  déjà  transmission  successive  de 
la  force  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mou> 
vement  des  planètes  et  des  comètes  que  l’on  pourra 
encore  déterminer  par  l’analyse  précédente,  relative 
à l’impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effet,  d après 
le  ri*  75,  la  force  qui  s’exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  ^la  planète  ou  de  la  comète  sera  représen- 

I O ^ 

tant  ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ; en  nommant 
donc  g la  gravité,  ce  qui  donne  g = ^ , l’équation  sé- 


colaire  > yt-  deviendra  «i.  ttorüaj  ; 

’ f r.  *1  a U . r I f r+ j fi  r r>h  - ■ ife  ' » 

^ 2,  ' J - 

î : > " .M  > . KJ  = î trfnq  ' *•  \ t i*j  i ■ '3  irt  f 

Observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  Je  rayon* 
La- vitesse  moyenne  déjà  planète  étanU^/^,  si  l’on 
néglige  l’excentricité  de  l’orbite , la  force  centrifuge 
sera  an*;  mais  dans  ce  cas,  la 'force  centrifuge  est 
égale  et  i contraire  à la- force  qui  sollicite  la^  planète 
r^céçtre  d'attraction,  on  a donc  g = <1/1% t et 

ton  séculaire  precedente  devient , o>  étant, 

• ->  , > 20i4«k/  /rtif  / * / 

comme  on.  l’a  dit,  la  vitesse  du  fluide  auîmoyen^u- 
quel  se  transmet  la  gravitation . « u , ► h > 
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Si  l’on  suppose  que  l’équation  précédente  se  rap- 
porte à la  Terre,  qu’on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune,  en  nommant  sa  distance  nioyenne  à la 
Terre,  et  son  moyen  mouvement  sidéral*,  f ex- 
primant un  nombre  d’années  juliennes,  son  équation 
séculaire  due  à la  transmission  de  'la  gravitàtion' ; 
sera  ’ • •.;•••  ‘'lî  , 

20  \ an^  J 


’;l 


1 . 


La  fraction  ^ est  égale  à très  peu  près  à et  le 

rapporté  ~ est  environ  on  a donc  à très  peu 

près  , . . • - . 

1 

- 5;5*  . - ; « ^ 


arr 


a n- 
> / ' 


L’équation  séculaire  de  la  Tèrre , due  à la  .trans- 
‘ mission  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à un  sixième  environ  de  celle  de  la  Lune  due  à la 

i 

même  cause , et  comme  celle-ci  ne  paraît  point  sen- 
sible, on  peut  regarder  lapremière  comme  lotit-à- 
fàit  inappréciablé»  ^ . vr  >.  i . • 

: En  comparant  les  deux  équations- séculaires) de.- la 
Luné,  l’une  due  à l’impulsion  deilâ 'lumière  solaire, 
l’autre  à-i  la*  transmission  du 'tiuide  gravitique , -on 
trouve  qu’il  fâtit  supposer  au 'fluide  gravitique  lime 
vitesse  au  moins  cent  millions  tdéi  fois  i {dus  grande 
que  celle  de.  la  luniière;  on  peut,  donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement  , cette  vitesse  infinie. 

Quant  à la  natUré  même  dû  pou  voir,  attractif  de  la 
matière,  une  question  importante  s’est  agitée  dams 


'■f 


tO 
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ces.  derniers  temps  parmi  les  astronomes  , à savoir, 
si  le  pouvoif  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  tous  les  corps  rapportés  à runité  de  distance 
et  à l’unité  de  masse  , ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme  les  affinités  chimiques,  suivant  la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur  ^ 

les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d’admettre  cette 
dernière  supposition  pour  expliquer  la  différence 
qui  existe  eqtt[’p  les  yaleurs  ^^  la  . puasse  de  ^Jupit^r  î 

déduite  des  iné^^ilité^^dq- nioqvem^  de  Saturne,  \ 

et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d’après  les  nou- 
velles observations*  Mais  nous  veiTOus  qu’oq  peut 
rendre  raison  de  cette  différènee^  sans  être  'Obligé- 
d’admettre  une  hypothèse^  aussi  contraire.au  prin- 
cipe fondamental  de  la  loi  de  la  ‘gravitation  ntelle 
quîon  l’a  définie.  jusqu’ici>  hypothèse  démentierd’ail- 
leurs  par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe'  continuellement  sous  nos  yeux , par  ceux 
qui"  résultent  des I inégalités  du  mouvement  de  .la 
Lune  ,>  et  par.  ceux  enfin  qui  se  rapportent  . aux:  os^ 
cillâtions  de  la  mer  ou  de  l’atmosphère.*  Tous  jces 
phénomènes,  en  effet,  concourent  à nous  .montrer 
que 'le  pouvoir  attractif  du  Soleil,  i de  la  Teiire  et 
de  la  Lune,  est  le* meme  sur  l’air^  l’eau  et  tous  les 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d’élendre  par  ih- 
duclioh  la-ménie«loi  à toutes  les  planètes,  quelle'que 
soit  la  nature  des  substances  qui  ‘les  composent^ 
jusqu’à,  ce  que  des  observations  irréfragables  aient 
prouvé  qu’elle  ne  leur  est  pas 'applicable.  . 'uj  îîuijpî» 

^ Jn  i^)  nb  'luSiiiU/  i t , riKÎq  *>•>  5 
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ÇHAl^ITRE  VI. 

'■  *»  . 1 * 


Perturbations  des  mouvemens  des  planètes  dues  à la 
non-sphéricité  dû  Soleil, 

» » 

P 

76.  Dans  la  thëorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  avons  regardé  les  corps  célestes . comcne  par- 
fai  lement  sphériques;  mais  ifs  s’écartent- tous  plus  ou 
moins  de  cette  ligure , en  vertu  de  leur  mouvement 
de  rotation,  qui  a du  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides, 
fl  en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  aütour 
du  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  l’ellipticité  du  Soleil  et  de  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités,  les  autres  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  l’on  nomme  h l’ellipticité  d’un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M et  qui  diffère  peu  de  la  sphère,  q le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur  à son 
équateur , 9 la  déclinaison  de  la  planète  'm  relative 
• a ce  plan  , et  r son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  grayitë  du  sphéroïde , on  aura , n*  56 , livre  IV, 


+ "(îî-^)(cos‘«-5> 


En  nommant  Y la  fonction  dont  les  difIBerences 
partielles  prises  avec  un  signe  contraire,  ont  la  pro- 
priété de  représenter  les  attractions  qu’exerce  le  sphé^ 
roïde  M sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier ternie  de  l’expression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l’on  regarde  la.  masse  du  Soleil  comme  réunie  à son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=i,  et  en  obser- 
vant que  l’expression  précédente  de  V suppose  que 
l’on  prend'pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde, 
on  voit  que  l’ellipticité  du  Soleil  ajoutera  à l’expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  R,  la  quantité  < >1^ 

0 

h étant  l’ellipticité  du  Soleil , D son  dèmî-dîamètre, 
q le  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur  a 
l’équateur  solaire , et  6 la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à cet  équateur,  en  sorte  que  si  l’on  nomme  y 
l’inclinaison  du  plan  de  l’orbite  sur  l’équateur  solaire, 
et  4 la  longitude  de  leur  commune  intersection  , 
qu’on  désigne  par  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  de  son  orbite,. on  aura 

i f Ipi  * 

ros  6 = sin  sin  (v  — 4)j 
et  par  conséquent 


3io 


> •' 


tHÉORlE  ANAIÆTIQUE  ! 

'/V*  ,I  . f 


R = (■* — i sin>[i  — acos2(t^  — 4)]| 

- - ' . , *.  ..  ■ ‘ ■ f 

• « . ^ * 

Nous  supposerons  très  petite  l’inclinaison  du  plan 
de  l’orbite  de  la  planète  a .l’équatenj^; solaire,,  cc,qui 
permettra;  de  négliger  les  quantités,  de  l’ordre  y*,  ]En 
faisant 'de >plus  pour  abréger  . » . 


on  aura 


k = (^— 


R = - i 


J •/  r .. 

•i.ji:  ’ 

’ .H"  ‘,r  i '}  ' 

,0  l 


A désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l’a- 
platissement du  Soleil.  

, Les  formules  de  .la  variation  des  éléraens  ^ellip-; 
tiques^  eu  négligeant  l’excentricité  de  l’orbite^, 
donnent 

V 

aa=^2a*d!K  , ^=z—^5andt/d^Ry  — 2a*ndl(^^f 

de  = — = andt{^.  . 

En  dififérentiant  l’expression  de  R , on  trouve 


a 


dR dR. , dR jdRdr^ 

da  dr  ' H * de  dr  de  " 

. rfR  . </R  dr  . k dr^ 

dt»  , dr  ‘dm  _ ^ r^  dm 


'L.  -- 

H de  * 


Par  les  formules  du  mouvetnent  elliptique' on  a * ' 
r = <2[i  -f-  Je*  — ecos  ( — o))]  , 

d’où  l’on  tire  . • . , . . . . 
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dr 


-^èna\e  — cos(  4-  e r.?)] 


dr 


— = — œ sin  (n<  4-  € — « ) , 


et  par  conséquent 

f * * * ff  , f 

4-= -[e — cos(nt-+-»— ‘a»)][i4*4«t-'08('*ï4-i— »)]='-r[«Hhco8(nr-f  I— a»)]  - 

de  rt*  ' , ^ . 

* • \ t t <*, 

> ••  * 

.J  Si  Ton  substitue  ces  vàleui’s  dans  les  formules  pré- 
cédentes , et  qu’on  les  Intègre  ensuite»  en  nommant  g 
la  constante  arbitraire  jointe  à l’intégrale  f d'R , on 
aura , aux  quantités  près  que  nous  négligeons , 

J'a=2ag* , C = — 5agnt , di  ^ -^nt  , 

k k k • 

J^e  =^os(n^4-Ê^ — esîn(w^4-É — :o). 


L’influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  donc 
dans  les  ,ex;pressioo^  de.  la  longitude  de  l’époque  et  du 
périhélie  des  termes  croissant  comn^  le  temps  , 
tandis  que  l’excentricité  n’est  sujette  qu’a  des  varia- 
tions périodiques.  > - 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galités correspondantes  dans  l’expression  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  vraie  de  w.  On  a dans 
l’orbite  elliptique 


if  =;=  nt^.ir^r  ue8in(nt  4*  ^ — a). 

En  difFérentiant  cette  expression  par  rapport  à la  ca- 
ractéristique ir , on  trouve’, 

J'Vî==Ç4Tcr€4“2cresin(/ii4-é — ^)'r^2eJ'x*?cos(nt-i~É  - û>)  • 
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pour  diviseur  le  carré  du  demi-grand  axe  de  Torbite 
de  m , elles  seront  d’autant  plus  sensibles  que  la  pla- 
nète sera  plus  rapprochée  du  Soleil.  Par  conséquent, 
si  les  variations  précédentes  pouvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  c’est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mercure  que  leur  influence  se  ferait 
sentir.  Supposons  donc  que  M représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S celle  du  Soleil 
que  nous  regarderons  comme  un  sphéroïde  homo- 
gène, on  a dans  ce  cas  A = la  valeur  du  coeffi- 
cient k devient  ainsi  ^ - j 


q étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  a la  pesan- 
teur a lequateur  solaire  , et  D le  demi-diamètre  de 
cet  équateur.  Or,  si  Ton  nomme  m la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  Soleil,  la  force  centrifuge  sous 

lequateur  sera  m'D,  n®  i6,  livre  I,  et  la  j>es£pi- 
S 

teur  . D’ailleurs , en  nommant  a'  le  demi-grand 

axe  de  l’orbe  solaire,  et  n't  son  mouvement  dans  l’é- 
cliptique , on  a,  à très  peu  près,  S = a'^w'*;  on  aura 
donc  . 

li»,;  I 1 .1  t \ri(| 

. 'h-  ;i  ti>  .le  / 


. c 





La  durée  de  la  rotation  du  Soleil , suivant  les  ob- 

' , t 

servations , est  de  a5^,4 1 7 ; la  durée  de  la  révolution 
sydérâle  de  la  Terre  est  de  SôShSS,  les  moyens  m’ou- 
vemens  mi  et  n't  sont  réciproques  à ces  deux  nom- 
bres. On  a donc 

365,256  ’ . ■ 


m 

/ 

n 


25,417  ‘ 


t 
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Le  deDiiHÜaaiètre  do  Soleil^  Qbservë  dans  sa  moyenne 
distance  à la  Térre  , est  de  ce  qui  donne 

. _ . 5=sin(  i6'i",6). 

» « • • • 

Au  oioyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

log  ^ = 5,3206940 , 

* ' • t 

et  le  mouvement  du  périhélie , qui  est  égal  à ? < de- 
vient  ainsi  égal  a 

^ ^ sin*  ( 1 6' I ",6) . ^ , 7i<. 

< 

I 

On  a,  d’ailleurs 

I * 

a.  ==  >0,58709812  ^ 

^ . . a'  ==  i ,ooooQOob  , 

. , 71  = 53234x6', 79. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  précé- 
dente , on  trouve  pour  le  mouvement  du  périhélie 
produit  par  l’ellipticité  du  Soleil  o"^o  1 2 1 o3 1 . . . . Gétte 
valeur  ne  s’élèverait  guère  qu’à  une  seconde  en  cent 
ans,  l’inégalité  correspondante  de  l’époque  serait 
double  de  celle-ci  ; ces  variations  sont  donc  à très  peu 
près  insenribles  et. elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d’être  homogène  est  composé, 
comme  tout  porte  à le  croire , de  couches  dont  la 
densité  croît  de  la  surface  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l’effet  de  l’ellipticité  du  Soleil  sur  le  mouve- 
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ment  eh  longitude  de iMercure,  et  à plus  forte  raison 
sur  célui  des  planètes  plus  éloignées  du  Soleil. 

. ' 7Ç).0onsidér<)nsmaintenantrinfluence  de  la  figure  du 
Soleil  sur  la  position  de  Torbite.  Pour  la  déterminer, 
en  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  l’équateur  solaire , 
eti’en  changeant  en  - a.  én'4/  ^dans  les  for- 
mules (5)  et  (6)  dum^  42  > livre  H , dn  aura  < 

- I’  ^ ç Jn  ' 1 ’ * 

; ' dy=^-^  a?idt(  \ ? • 

^ \s\nydyj  * . VsinyaiJ// 


uh  ) 


P.IIB  » 


r:  n •*  « 

La  valeur  de  R , en  y conservant  les  termes  de 
l’ordre  <>%  devient  fi  î.  i.  ; 


-•  l'î.. 


, r I 3 ' *•-  - i ' i:î<  ’ ■ J in.'ü 

3 “ 2 sin*>[i— 2COS2(o  — 4 )]J  , 


ûi*:l 


R 


d’où  l’on  .tire — » -4-  wn  .r  ni?i  - v/h 


h U ..^  ..1 
smyay 


acosa^v— 4)), 

■ . ir‘* 

■“''î  '^81^4  ~ 'V  8'“  >'sin  a (k  ~ 4 ).  . , à-iu-ciat/; 


if  Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes , etjqu’on  intègre’ en*  observant  que  nous 
négligerons; ici  les  excentricités,  ce  qui  pèrrnet  de 
faire  r = a et  sf^nt  «4-  e,  on  aura  r*  . » ; 


î‘f  J. 


‘ n*j 


. cTfl  = — - [rat  — siu,a(7î<  +-«  — 4)]  „ .J, 

cPy  = — sia  y COS 2 (ni -j-' e — 4)]* 

» 

On  voit  par  ces  équations  qu’en  vertu  de  l’ellipti- 
cité du  Soleil , le  nœud  de  l’orbite  de  la  planète  suc* 
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réquatenr  solaire  est  sujet  à un  mouyement  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouvemeDt  direct  du  périhélie, 
du  moins  tant  qu’on  néglige  les  quantités  de  Tordre 
L’inclinaison  an  contraire , .connue  l’excentricité, 
n’est  soumise  qu’à  des  inégalités  périodiques.  11  suit  de 
là  que  Tellipticité  du  Soleil  n’ajoute  rien  aux  équa- 
tions (e)  et  (p)  des  n**  65  et  6g  du  livre  11 , et  qu’elle 
n’altère  point , par  conséquent , la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde , ni  l’invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n*  yg  du  même 
livre. 

La  valeur  de  introduit  dans  l’expression  de  la 
latitude  sdem  rapportée  à l’équateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire  ' 

cTj  = ^ sin  y cos  ( ni  — 4 )• 


Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l’orbite,  est  insensible,  d’après  çe  qu’on  a vu  pour 
Mercure , et  à plus  forte  raison  pour  les  autres  pla- 
nètes. 

>11  est  clair  que  les  formules  précédentes*  s’appli- 
queraient également  à la  Lune , et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à > la  mon  spbê*- 
rîcité  de  la  Terre  ; j ces  < formules  feront  connaître  , 
en  général , l’influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens  de  leurs  satellites. 


i ! .;  ? i ï - ■ 'f  : ! ; ' i VîTf  ' fP  p j ïov  i 


- 

1. 


i*/  -•  t .4.»  ■ ?î  îîl?  î;» ) } "i ^ .1  f *»h.» k'  if 
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CHAPITRE  VU. 


De  Vaction  des  étoiles  sur  le  système  planétaire, 

, .'i.  ' * •;  J r ri-t.)  ^ hk:v>i  V i;  . 

8o.  On  peut  considérer  les  étoiles  comme  des  astres 
séparés  de  nous  par  des  espaces  immenses  et  qui  sont 
absolument  immobiles  dans^le  ciei>^  ou  animés  du 
moins  de  mouvemens  d'une  extrême  lenteur.  Déter- 
minons l’influence  que  de  pareils  col^s^  doivent 
exercer  sur  notre  système  planétaîfèt  “ ' " > ^ ^ 

iioSqlt  m' la  masse  d’une  ^étoilej^en  désignant  comme 
à l’ordinaire  par  K la;  fonction  perturbatrice  qui 
suite  de  son  action  y qua^  'c| 

■R  'ilJ P ^ ‘ ^ i 3^X*4t^ 

ôo  au  ;<fp  U, 

ûc , y,  Z , étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  rapportées  au  centre, du  Soleil,  r'sa  distance  a 

ce  centre,  ei  x , jr,  Zf  r,  désignant  des  quantités 


analogues  relativemeti,t  à //  j 


‘A 


iDS  pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  de  la'pla- 
f * époque  déterminée  ; en  » nommant  sa 
l6nntp&^  latitude  au-dessus  du  plan  fixe  >>  et 
né^ngeant  l^t^Bl^lités  de  l’ordre  du  carré  de  Sp  Oa 
aura  , t»*! 
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X = rcosi^,  J = rsmv,  z = rs. 

Soient  a la  latitude  de  l’étoile , et  ^ sa  longitude , 
on  aura 

• . * 1 C • ! 

= r' COS  ê COS  a , ^ = r' sin^cosa,  a=:r'sina. 
La  substitution  de  ces  valeurs,  donne 


J I fV  [cosd,cos(p»Cj-^AsinA]  ^ 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande, 
relativement fà'  celle . dès-  planètes  sri  l’on  développe 
cette  ferpression  par. rapport  aux  puissances. dësceà^ 
dantes  de.  r',  et  <^u’ou .'néglige  celles. qui  seraient;  adr 
dessous  de  r'^ioo  trouvera.  -n-.-c  • ‘ 

R = -r  Tvr  ï' î*  — 3 cos»  rt[i -^-cos  — C)1  — 6i  sin  a«  cos  — C)J,  (m) 
r'  4»^  . ■ O.i'i  , -fi  ' ^ ^ . • , ''1  ) -S 

S étant  une  quantité  très  petite  qui  dépend  dè  l’âctîon 
des  planètes  sûi*  w,‘  et  qui  est  de  l’ordre  'des  forces 
perturbatrices,  on  peut  la  négliger  lorsqu’on  ne  cori*» 
sidère  ' que  les  variations  des  élémens  de  l’qrbitç 
de  m qui  ne  contiennent  passes  différences  de  R 
relatives  à cette  quantité;  on  aura  ainsi  , 

'^R  ü=  ^ ; [2  -Ig'côs'à'— 5 cds'a  cosW(«f— 'f)].'  ■ 

* > ' 
ainsi  que  a et  C,  dépendant  deS  déplaceWieiîs  de 
l’étoile,  et  tié  ‘Vafriant»’par  • Conséquent* qu^avec- Une 
extfêkne  lenteur^  on ’^ûrra  les  re^at^ei'  comme  des 
quantités  ‘duneiantes  j*  pendant»  '#ri  grand*  noUibrC'  dè 

^olès:*‘  ‘VJ'ir.'j  ni»  r)-|ln(/l  î>b 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  orna 


( 
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I*  I 1 ' * 

-=  I -j- - e*— 6 COs(/î<-^6 a»)— -e*COS2(«^-f-€—; •&)), 

t 

5 . 

é + 2e  sin  6 — 7 sin2(7i<-|-€ — a); 

^ . * i 

en  négligeant  les  onbes  des  excentricités , et  dans  la 
valeur  de  v,  les  termes  dépendant  du  carré  de  s*\,  ' 

De  là  il  est  facile  de  conclure 

3 I 

— = I -f-^e*-2ecos(/7^+€ — cj) — ^e‘cos2(/z^-f-€ — ey) 

COS2(p-^)=(l  -4^*)COS2(/Z^-l-Ê-ffj-2eCOs(/Z<-|-H“®“‘2€) 

3 

-4-7e*cos2(û) — C)-f-etc. 

• 4 ' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  de  R, 
én  ne  retenant  que  les  termes  indépendans  du  temps, 
on  trouvera  * 


I é 


,,  m'  ma'Vr  ,3'\  _ , ."l 

l\=z-p  — l_\  — 3co8*«)  — •— e*  C08*  <t  cos  a (fl»  — Ç J i 

’ I-  »' 

d’où  en  différentiant  et  en  nommant,  pour  abré- 
ger,  R^,  le  second  terme  de  la  valeur  précédente^  on 
tirera  * 

- ! .)b 


a 


dK 


dK 


da  dô,  » 


1 5m' c’y* 


cos*asin2(û)  — ë), 
. — -pr-[a— 5cos-a— 5cos*«çosa(»— p]. 

Par  les  formules  de  la  variation  des  élémens  eliipr 
tiques,  en  négligeant  les  carrés  de  l’excentricité  de 
l’orbite,  on  a,  n®  42>  livre  II, 

de  = — “ aed'K  — andt 


■ 


h f 


:/rjiac«i  dct>,  — f^pdt  uJUjù)<îno  • 
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Lorsqu’on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
cpe  les  variations  se'culaires,  on  peut  supprimer  le 
pl*emier  terme  de  la  valeur  de  de , parce  que  l’inté- 
grale f ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme  constant.  D’après  les  formules  précé- 
dentes , bn  aura  donc , en  intégrant 


^ xSme^nt  , • / x»\ 

d'e  = — — e cos*a  S1112  [cd  — b). 


S^cù = — r [2 — 3 cas*â6  — 5 cos*a cos2 (« -7- ê )]. 


L’excentricité  de  l’orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gi^ssivement  en  vertu  de  l’action  des  étoiles,  et  le 
périhélie  aura  un  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r'^  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles,  il  faudrait  supposer  a'w',  qui  re- 
présente leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

81 . Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l’époque.  En  observant 


dK 


que  la  partie  constante  de  la  fonction  ^ étant  ,déjà 


multipliée  par  e , la  fonction  e ^ serait  de  l’ordre  du 


caï*ré  des  excentricités , quantités  ,que  .riouS;  négli- 
geons, on  aura  pour. les  déterminer  . ^ j 

= — ^andt  f d'K , dizz=z  — 2a^ndt 

, 1 M'.'AV'  «'  >,  "n  TTC 

. En  nommant  donc,  comme  précédemment,  g la 
constante  ajoutée  à l’intégrale/ et  en  substituant 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


321 


dK 


pour  « ^ sa  valeur,'  ces  formules  donneront  en  in- 


tégrant 


Ç = — Sangt,  cTe  r=  — ^antK^. 

On  aura,  donc  pour  Texpiression  de  la  longitude 
moyenne 

fndt  ^ n=  nt(i  — '5ag  — 4^1^/)* 


Pour  que -le  moyen  mouvement  soit  représenté 
par  Ht  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement'troublé  ^ il  faut  qu’on  ait  Zag  ==  4^^^/  >'  ou 

bienj^en  remettant  potir  sa  vàlc^  ët  négligeant 
le  carré  des  excentricités,  'itÉûq  \ 

-c'.V'  ^ 7/aI  « bn[fi'p>,  ub  ûoô&riftv  i^î 

: ~73”  (^•'1^' ^ r’oië 


La  variation  du  grând  axé  est  donnée  Mr  U equa- 
finn  •%n^nrR  -f~  aaVr;  <m  aura  donc  ^ 

:j.;- TfîîOriJY  Êiîfib 


>'5  ~é  !'  ^ A.' 


tion 


,,  2dfdK 


oTt^atio') 
e»ifî 


' > ofip  :f'  ovwcfe  « 

. A :?=  — (3  — Scos^a) 

Les  valeurs  précédentes  de  r èt  de  en  les  difFé- 
rentiant  par  rapport  à la  caractéristique  «T,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
q^  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
ÿai^ce  qui' précède , puisque^  nous  me  nous  occupons 
iiS^^/de&.VariationSiSéculaires,  donnent  i» 

e:>  éb.üc  - ^ il joi  i Sii.'MUiLOts  jul,  siiciiu’i  u> 

z=z2j'e  ÛJX{fK^iir^j^ier^  Cfis  Qlt  “f“  • 

Tome  IIL  , ' 21 
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En  substituant  donc  pour  J'e,  et  «To,  leurs  valeurs, 

« 

on  aura 


Zm'a^nt 


4r'3 

I Sm'a^nt 


(2  — 5 COS*  et)  e sin 

cos*  fit  e sin  + € — a — 2^  + 20>), 


(3  — 5 cos*  tt)  e cos  (n<  + e — a») 

4r  •*  ^ 

g çQg  + 6 û) 2^  + 2û>). 

4r  ^ 

Ces  valeurs  s’accordent  avec  celles  que  Laplace  a 
obtenues  d’une  autre  maniéré.  ( Connaissance  des 
Tems  y pour  1829.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l’expres- 
sion de  cTr  un  terme  constant  y mais  il  faut  observer 
que  la  partie  cTe  cos  sin  {nt+i^a>) 

produit  aussi  un  terme  semblable;  lorsque  l’on 
conserve  dans  les  valeurs  de  <Te  et  de  eS'ea  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  l’anomalie 
jit  + e. cùy  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  à — ^ (a  — 3 cos*  a).  On  aura  ainsi  pour 

la  partie  constante  de  due  a 1 action  des  étoiles  y 

•7  = 673’ (2  — 5 COS* a). 


82.  Considérons  maintenant  les  perturbations  qui 
résultent  de  la  même  cause  dans  la  position  du  plan 
de  l’orbite.  En  nommant  (p  l’inclinaison  de  ce  plan 
mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive,  et  8 la 
longitude  de  son  nœud  ascendant,  on  a 
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d<p  = ~ ^(§),  d6  = 

^ 8in^  \aQ/'  siD^  \dçy 

L’expression  (m)  de  R donne,  en  différentîant, 

dR  dR  ds  dR  ds 

d^  ds  d^^  ds  di  ^ 


S étant  le  sinus  de  la  latitude  de  m au-nlessus  du  plan 
fixe,  on  a 

s = sin^sin({^  — fl); 


d’où  l’on  tire 

ds  .•  ds  ••• 

— = cos  (p  sin  h — fl),  = — sin  © cos (v  -r  fl^. 

Oq  a d’ailleurs  ’ • “»•*>’'  ■' 

% • 

</R  6m'a*  . , y»v  - 

* = -ç:-T  sina«cos(p  — G); 

' • r , . i t ■ ■ . • • ♦ 

. J ■ = ' .h  Ml  > u:/  i i 

on  aura  donc  , • r . 

-'iv  V,  . -ilVî?  r-o  il  < , -c  ^ 

&tn  Oi*  - • • ■ • , .J*.  î»  = is\  . ’ • i 

siQ  a«siD(i>  — 9)cos(p— Ç), 

^ = — ^7^  sin  ^sin  a«cos(p- — fl)cos(p — €). 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précé- 
dentes, et  en  intégrant  ensuite,  en  négligeant  les 
excentricités,  ce  qui  permet  de  supposer  s^=znt-^e, 
on  aura 


- 3m'a*  . 

S(f=  — - sin 


.fl 3/n'aî  _ 

siD^d^o= r-rr  8>n  a«t 


»...  2<t  j^/jt  cos  (fl  — 0 -h  ^8În  (an£  + 2«  — fl  — C)J, 
O... I^nr  sin  (9  — J + 2*  — fl  — • 


L’inclinaison  de  l’orbite  est  donc  sujette  à une  varia- 


f 


ai*. 
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tion  séculaire,  et  le  nœud  à un  mouvement  rétro- 
gradé • sur  le  plan  fixe  ; c’est  l’efTet  le  plus  sensible 
de  Faction  des  e'toiles  sur  le  système  planétaire, 
puisqu’on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l’excentricité. de  l’orbite. 

En  différentiant , par  rapport  à cT,  l’expression  de 
la  latitude,  et  négligeant  les  tèrmes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a . 

sin  («^ + € — 6)  — sin  (pj^6  cos  (ni — 6), 

En  n’ayant  donc  égard  qu’aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  cF<p  et  sin  <peP6 , on  aura  . 


Sm'a'^nt  . • / - , /On 

ds  ==  — ^^3 — sm2asm(«<  e — G). 


Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude, surpasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d’autant  plus  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,  mais  son 
diviseur  est  lui -meme  si  grand,  qu’il  est  évident 
quelle  ne  saurait ' devenir  appréciable  qu’après  un 
grand  nombre  de  siècles. 

Supposons , = par  exemple , que  m soit  la  • Terre , 
d’après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la 
distance  des  étoiles,  rr'  ne  peut  être  au-dessous  de 
I ooooo<2,  en  faisant  donc  a = i et  « = 1 2g5gjy^'55,  la 

, Sm'a^n  ■ . , ,, 

quantité  - - sera  moindre  que  o ,00000000097, 

• * * • 
ainsi  le  terme  précédent  de  la  valeur  de  cPs  n’excé- 
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éera  pas 

o",  00000000097 /n'^  ; 

t désignant  un  nombre  d’années  juliennes,  en  sorte 
qu’il  faudrait  supposer  aux  étoiles  une  masse  cent 
fois  plus  grande  que  Celle  du  Soleil , . pour  que  ce 
terme  pût  s’élever  h 10'' dans  un  million  d’années. 
Il  en  serait  de  même,  à plus  forte  raison,  relative- 
ment au  rajon  vecteur  et  à la  longitude.  On  peut 
donc  regarder,  quant  à présent , l’influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  donc  que  l’action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à la  vérité,  des  variations  sé- 
culaires dans  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis- 
font pas  aux  équations  dé  condition  (e)  et(p),  n”  65 
et  69 , livre  II , il  s’ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n’existe  plus  relativement  à cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  a raison  de  l’extrême  éloignement  des 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables , et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourrontse  manifester  que  dansdes  temps  trèséloignés. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re- 
marquer encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure , pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à l’intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.' Non- 
seulement  celte  méthode  donne,  de  la  manière  la 
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plus  simple,  toutes  les  inégalités  du  mouvement  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude,  mais  elle  a 
seule  ravantage  d'indiquer  clairement  l'influence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
orbite , et  d’offrir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effets  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens 
planétaires. 
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CHAPITRE  VIII. 


Inégalités  du  mouvement  des  planètes  produites  par 
V action  des  satellites  et  des  comètes, 

83.  Les  masses  des  satellites  sont  en  général  si  petites 
relativement  à celles  des  pfanètes  quMls  accompa- 
gnent , que  les  perturbations  qu’ils  causent  dans  leurs 
mouvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  considéra- 
bles, elles  paraissent  même  tout-à-fait  insensibles 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune.  Il  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations, mais  leur  détermination  peut  devenir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité. 

En  effet  f nous  avons  vu , n®  1 1 , livre  II , que  là 
planète  M décrivait  à très  peu  près  le  même  orbite 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réunis 
au  centre  conimun  de. gravité  du  système.  En  sorte 
que  si  dans  les  formules  des.  chapitres  précédens  on 
augmente  la  masse  de  la  planète  que  nous  désigne- 
rons par  M , des  masses  de  ses  satellites , l’orbite  qiiî 
en  résultera  sera  celle  du  centre  de  gravité  du  sys-7 
terne , et  pourra  au^i  être  regardée  comme  l’ellipse 
même  de  la  planète  résultant  de  la  première  appro- 
ximation  ' 
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Cela  posé,  soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X et  des  Y;  soit  de  plus  V l’angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  d’où  l’on  compte  les  longitudes,  l’axe 
desX.  Nommons  w,  m',  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /,  r\  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  v,  etc., 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  l’orbite  de  M,  et 
‘sys\s'\  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus;  de  ce  jdan. 
Les  coordonnées  de  niy  m',  etc.,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité,  seront  X -f-  rcos(t^  — V) , 
Y-j-rsin(p — V),  X-|-rcos(p' — V),  etc. 

Par  les  propriétés  de  ce  centre,  on  aura  donc 


. . î ; i i T-» 
' "rî 


(M-f-2/w)X-l-/nr  cos  cos(H'-V)-j-etc.=o,' 

(M-{-2w)Y -j-wr  sin.(<^-V)*4-/nV  sin  (/-y)-f-elc.=:o/ 
(M-l-2m)Z'-4-  mrs  + s'  -f-  etc.  = o. 


•iJqoOjfO 


‘ La  caractéristique  2 devant  s’étendre  .à  tous  les 
satellites. 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  des  valeurs  de  r,  ^,'7^,  sf,  s',  etc.,  sup- 
posées connues.  Or,  ces  quantités  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rapport- au 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d’une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à chaque'  ins-? 
tant  SC.S  perturbations  ‘ dans  l’orbite  qu’elle  décrirait 
sans  l’action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périodi-; 
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ques,  et  l’on  volt  en  outre  que  les  niasses  des  sa- 
tellites étant  en  gène' ral  très  petites,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu’il  en  est  de  meme  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84.  L’action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles;  elle  peut 
meme  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes, comme  cela  paraît  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu’elle  s’est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à celles  des  planètes , il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a le  plus  appro^ 
ché  de  la  Terre,  aurait  altéré  la  durée  de  l’année'  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu’elle  a traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n’a  eu  lieu  ; et  comme 
l’observation  n’a  indiqué  jusqu’ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
provenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  quô 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  toul-à- 
fait  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l’immensité 
des  siècles  quelqu’une  d’entre  elles  venait  à rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite,  ne  cau- 
serait très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations. 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

85.  Nous  avons  nommé  plan  invariable  du  système 
du  monde , un  plan  qui  a la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à lui-même  / quels  que  soient  les 
changemens  qu'éprouvent  les  excentricités  et  les  po- 
sitions des  orbites  planétaires  par  Teffet  des  varia- 
tions séculaires.  Nous  avons  démontré,  n“  79,  livre  II, 
l’invariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  même  égard  au 
carré  de  la  force  perturbatrice,  et  l’on  a pu  voir, 
n®  55 , qu’en  effet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  des  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne , dépendantes  des  termes  qui 
produisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pla- 
nètes. Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  su- 
jet dans  différens  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m , m!y  etc. , réagissant  les  uns  sur  les  autres  d’une 
manière  quelconque , et  qui  ne  sont  soumis  à l’action 
d’aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l’un  des 
élémens  de  m,  et  x,  v,  z,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  au  centre  de  gravité  du  sys- 
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tème , par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires, 
on  aura,  n°  a5,  livre  P",’ 

~ = V, 

X.SÇ*-  - = l". 

Les  intégrales  S devant  s’étendre  à la  masse  entière 
de  772,  et  la  caractéristique  2 comprenant  toutes  les 
intégrales  semblables  relatives  à m',  m!',  etc. 

Les  trois  constantes  /,  déterminent  la  position 
d’un  plan  que  nous  appellerons  plan  maximum  des 
aires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons 
nommé  plus  spécialement  plan  invariable.  En  effet, 
soit  O l’inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  xj,  et  FI 
la  longitude  de  son  nœud , on  aura , n®  aS , livre  P% 

r V' 

tang  ^ sin  n = -J  , tang  <I>  cos  n = ^. 

Cela  posé , soit  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  7?2,  et  »,  g,  les  coordonnées  de  l’élé- 
ment dm  relatives  à ce  centre , on  aura 

X = X -h  i;,  Y=J  + H,  Z=z  + Ç. 

• 1 

I 

En  substituant  ces  valeurs  dan^  les  équations  (i), 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S . ^/t2,  S.»c?/t2,  S.^dm,  ainsi  que 
leurs  dififérences  relatives  au  temps  t sont  nulles 
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d’elles-  mêmes , oa  trouvera  •.  . ; . 

. I 

= Z". 

Ces  valeurs  se  composent , comme  on  voit , de  deux 
parties , Tune  relative  aux  aires  résultantes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  m,  m",  etc.,  sup- 
posés concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs , la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- 
gardés comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m, 
m\  etc.,  à Tun  d’entre  eux  M , pris  pour  centre  des 
mouvemens,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A),  n®  77,  livre  II; 
et  l’on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu’introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des . 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R dependans.de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n’est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n“78,  livre  II,  on  a négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  a 
été  volontaire,  et  l’on  va  voir  qu’en  effet  elle  est  par- 
faitement justifiée.  ^ 

86.  On  peut  donner  aux  équations  ( 2)  une  autre 
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forme.  Eu  effet,  si i’on’désigne  par  A,  B,  G,  les  trois 
momens  d’inertie  du ‘corps  m par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à son  centre  de  gra- 
vite, par  PfClf  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes,  et  par  b,  c,  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  l’axe  des  coordonnées  x,  on  aura 

, S . dm  = Aa"/?  + -j-  Cc'V, 

l’intégrale  S devant  être  étendue  à la  masse  entière 
du  corps  TW.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des'^z;  les 
équations  (2)  deviendront  ainsi 

2 . m + 2 . (Aa>4-  + Cc'V)=  l 

2 • m -H  2 . (Aa>  4-  Bô'î  + CcV)  = /',  \ (3) 

+ Uq  + Ce/-)  = Z'.j 

Le  signe  2 devant  être  étendu  à tous  les  corps 
aglssans,du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  w,  m',etc., 
étalent  parfaitement  sphériques,  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  ka!'p  4-  YSb'q  + Cc"r,  serait  constante  par 
elle-même,  n°  35,  livre  I",  quelle  que  fût  la  nature  de 
ces  corps;  son  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  .la 
constante  /,  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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et  r = û7  , en  désignant  par  cû  la  vitesse  an- 
gulaire de  rotation.  Soit  donc  A l’angle  que  forme 
Taxe  de  rotation  avec  l’axe  des  z,  on  aura  simple- 
ment 

2.m(î<^)  + 2X«cosx=/.  (4) 

En  nommant  f/>  ei  v les  angles  que  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des  j et  des  æ,  les 
deux  dernières  équations  ( 5 ) prendraient  une 
forme  semblable^  et  Ion  Voit  par  conséquent  que 
si  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  affec- 
tés de  quelques  variations  séculaires , elles  ne  peu- 
vent provenir  que  de  la  variation  des  angles  A,  /ul 

et  V » ; ' > I . ; 1 ' 

- pr,  supposons  d abord  qu’il  s’agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  A,  v étaient  sujets  à quelque  inégalité 
séculaire  sensible,  comme  le  moment  d’inertie  C est 
très  grand  à raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil, il  en  pourrait  résulter  dans  cos  A des  inéga- 
lités susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n arrive  pas  dans  la  nature. 
En  effet,  les  déplacemens  de  l’équateur  solaire  ré- 
sultant de  l’action  des  planètes,  sont  d’abord  exces- 
sivement petits  comparés  à ceux  des  équateurs  pla- 
nétaires résultant  de  l’action  réciproque  du  Soleil 
sur  ces  corps.  Les  variations  des  angles  A,  se- 
raient donc  déjà  très  peu  considérables  par  cette  seule,, 
raison,  quelles  que  fussent  d’ailleurs  la  figure  et  la  con». 
titution  du  Soleil;  mais  comme  ces  variations  sont  ^ 
en  outre  de  l’ordre,  l’aplatissement  du  Soleil , quantité 
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nécessairement  très  petite,  puisque  nous  avons  vu 
qu’il  n’en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable , on  . doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (5) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu’on  n’a  égard  qu’à  l’action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à ce  résultat  dans  le 
11°  79,  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les-  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n’étaient  af- 
fectées d’aucune  inégalité  à longue  période-  dépen- 
dant de  l’ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  maintenant  que  le  terme  C&>  cos  A se 
rapporte  à une  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa- 
teurs planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps , la  valeur  de  cos  A sera  affectée  d’inégalités 
séculaires  qu’on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Ceo  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n’en  pourra  résulter  encore  dans  l’é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo- 
lution, r Soit  D le  demi-diamètre  de  l’équateur,  on 
;aura  • C = mD  , et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu’elle  ne  devrait  l’être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à la 
surface,  n®  livre  V;  le  second,  membre  .de  l’é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  1 7wD*<i)  cos  A , 
o>[  étant,  la  - vitesse . angulaire  de  rotation^  de*  la 
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Terre , et  A l’obliquité  de  récliplique  en  supposant 
qu’on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xj'.  Or,  si  l’on 
nomme  a la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
leil et  n sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
annuel,  le  terme  relatif  à la  Tèrre  dans  le  premier 
membre  de  la  meme  équation  sera  ma^n.  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  365,  a56 
d’oii  l’on  tire  : 

-=365,256; 

n 

' • * * 

le  rapport  de  a à D est  de  23984  environ , on  aura 
donc  ainsi  : 

? mD*  m . e ‘ 

- — T — = 0,00000025. 
ma*n 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  nfintroduit  dans  l’équation  ( 4 ) des 

quantités  insensibles  relativement  à celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation  ; les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici , 
seront  donc,  à plus  forte  raison,  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la.  valeur  de  la 
constante  l (^^).  Il  en  serait  de  meme  de  toutes  les 


(*)'Si  Fou  ne  considère  , pour  un  moment , que  la  Terre  , 
et  qu’on  fasse  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
liable  deviendra  le  plan  inénae  de  Fécliptique  ; et  si  Fon  sup- 
' pose  que  l’obliquité  varie  de  5°,  il  est  aisé  de  voir  .que  la  va- 
riation correspondante  de  la  quantité  G«  cos  x ne  produirait 
pas  dans  l’équation  (4)  un  terme  qui  lut  la  cent*millionième 
partie  de  la  constante  /.  Il  s’ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  dcplacemens  très  sensibles  dans  Féqiiateur 
térrestre , sont  absolument  impuissantes  à produire  la 'moindre 
altération  dans  La  position  de  Fécliptiqhe. 

Tome  III. 
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planètes  à raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensions 
comparées  à celles  dès  orbites  qu  elles  décrivent  ao^ 
tour  du- Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la  détermina’^ 
lion  du  plan  invariable, -i  on  peut  se  dispenser  d’à- 
voir  égard  à l'ellipticité  du' Soleil* et  des  planètes^* et 
que  ce  plan  est  immuable  comme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  massifs  placés 
à leurs  centres  de  gravité  respectifs.  ^ 

Quant  aux  satellites,  leurs  masses  étant  très  pé^ 
tites  relativement  à celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équations ' (5) 
de  la  considération  de  leurs  mouveraens  dans  leurs 
orbites,  peuvent  à tous  égards  être  regaidés  comme 
insensibles.  - . . 

L’action  des  étoiles  sur  le  système  sola^e' pour- 
rait donc  seule  altérer  à là  longue  la  stabilité  du^plan 
invariable  ; mais  comme  on  fa  vu,  si  cette  influence  » 
devait  produire  des  effets  appréciables , ce  ii’èst  qu’a- 
près  un  grand  nombre  de  siècles  qu’ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enOn  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable , telle  que  nous  Tavons  présentée  d’après 
Laplace,  dans  le  n®  79  du  livre  II,  ne  laisse  rien  à dé- 
sirer sous  le  rapport  de  Tc  lactitude  ; la  rigueur  des 
Ibrmules  et  des  raison  nemens  sur  lesquels  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d’entrer  dans  les  développemens  précédens,  pour 
rédiiîre  à leur  valeur  les  objections  que  l’on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie , sans  les  ap- 
puyer d’aucune,  discussion  sérieuse.  Lorsqu’on  ap- 
plique l’analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  faire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  partiçulièrés 
à notre  système  planétaire,  qui  modifient  ces  phé- 
nomènes h.  Tinfini , on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu’on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l’esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d’inévitables  erreurs. 
C’est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
rintrodùctîon  de  cet  ouvrage  :ies  méthodes  synthéti- 
ques sont  insufîisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
veloppemens  les  phénomènes  qui  résulteirt  de  la  loi 
de 4a  gravitation^  Newton  lui-mémes’y  tlôtnpa  , et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  siul  guide. infaillible 
dans  la  savante  théorie 'du 'mécanisme  des  deux,  ^ 

^ î I.  . . /r  w ^ 

r » - < \ r . ^ 

' * • < 
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CHAPITRE  X. 


Masses  et  élémens  des  orbites  des  planètes. 

Nous  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeure  des 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formules 
précédentes  , et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales , Mercure,  Vé- 
nus, la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l’observation  , ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à l’obseiTation. 

Masses  des  planètes  y celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 

87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l’observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites , comme  on  Ta  vu  n°  28, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu’elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle  , déduites  de  l’obser- 
vation, à ces  memes  inégalités  calculées  par  les  for- 


DIgitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  34 1 

mules  de  la  théorie*^  Les  inëgatitës  séculaires  seraient 
celles  qdi.  présenteraient  pour  cet  objet  les  données 
les  plus^  ei^actes  y mais  elles  ne^sont  pas  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment,  pour  qu’on  puisse  les 
t:.  emplojrer»  à > cet  usage  ; on  j supplée,  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  faisant  concourir  à 
leur  ^détermination  un  grand  nombre  >d’observaiions 
que  l’on^combine  entre  elles  de  manière  à en  tirer  les 
^uliats  les  plus  probables.  C’est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu’on  a déterminé  les  valeurs  suivantes  , 
qui  nous  .semblent  les  plus  exactes  qu’on  ait  obtenues 
jusqu’ici  des  masses  planétaires. t. 

, Mercure. ........ . ...  m =p.— 


Vénus  . . 

La  Terre 

» 

Mars  . . . 
Jupiter. . 
Saturne  . 
Uranus. . 


m = 


If 


m 
w'" 
m*’ 
ni* 


401839’ 

I 

3Ô6354  ’ 

I 

a68o33^  ’ 

I 

1053,924 ’ 

1 

35i2  ’ 


m 


vt 


179^’ 


La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandeur, 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  perturba-^ 
tions  des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter. La  valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  28,  et  que  l’on  a déterminée 
au  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  dé 
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celte  planètie,  Depais  quelques  années  V le  calcul*  des 
pertUtBatiitos  des  planètes  secondaires  Pallas;  Junon, 
Vesta  et  semblaient  indiquer  que  cette  masse 

avait  besoin  de  correction  y et  faisaient  désirer  de 
nouvelfes  ôbservations  des  élongations  des  satéîlites 
de=  Jupiter;  d’où  dépend  la  détermination  eicacte  dé 
leur' distance  moyenne  au  centre  de'la  planète.  En 
effet';  ^ celles  dont  on  avait  fait  usage  jusqu’ici  ëdttt 
dues  à'Pound,  astronome  contemporain  de  Nevttott,  , 
et  encore  ne  les  connaît-on  que  par  leurs  résultats- 
rapportés  dans  la  troisième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd’hui  que  nous  possédons  des  instra- 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail. M.Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  parler,  l’a  en- 
trepris ; il  a' fait  à l’Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d’observations,  et  par  leur  cpmpiarai- 
sOn  aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplace,  il  a déterminé  la  distance  moyenne-dtt  qua- 
trième’ satellite  au  centre  de  Jupiter,  qu’il  a trouvée 
égale  à 0.01257977.  On  aura  donc  en  prenant  pour 
unité  la 'distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil ,,  et 
conservant  les  notations  du  n*  26  du  second  livre  i 


a 


log  8.0996728, 

log  T = 2.5626977, 

...  log  r = I . 2224506* . ' . 

Ces  valeurs  substituées  dans  l’éqùatioh  (m)  du 

J . . ^ ^ 4 > 

même  numéro  donnent  .q-t.-  pour  la  masse  de 

*040,09  ^ 


I 

I 

I 

I 


l 
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JupitelT^.  w plïùs  exacteRienti  pour  la  somme  ides 
masseside  lavpianète  et  de«on>quatrième  sateUile  , 
la  masse  du  Soleil  étant  prisé  pour  unité*  Cette  va-  * 
leur  s’accorde  d’u  ne  i manière  sadifaiaante  avec  celle 
qui  .résulte  des  perturbations^  des  petites  planètes. 
Ënlefiuti  Nioolaï  /4  par  le  calcul  des  inégalités  pro- 
duites par  Vaction  de  Jupiter  sur  Junoti  tpendant  un 
temps  donnée  a couclu  qUe  la  masse  de  Jupiter  était 


> I 

<le  Encke  a déduit  des  pérturKatrons  de 


Vesta  la  valeur  — pour  cette  memé  Vjuari- 

tité,  et.  Gauss  a trouvé  la  même  valeur,,  ou  ; une 
valeur  à très  peu  près  la  même. par, le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,,  cdmme  ou  la  yu 
n"’  Encke  a dédüit  des  équations  de  ^condition 
qui  lui  ont  servira  déterminer  le  cœdicieat  constant 
.qui  exprime  la  résistance  de  lethei:  ratlité,de  dis- 

tance, sur  la  comète  périodique  de  ibig,  niasse 

exprimée  par  la  fraction  - -g^-  - «T6ut  Concôurt  donc 

à démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  , et  qui  a été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  INewton , a besoin  de  corrections,  et  ibne 
s’agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs  précédent- 
tes-  .Quoique  la  méthode  fondée  sur  l’observation 
des  élongations  des  satellites  soit  la  plus  directe  èl 
selon  lions  Ja  plus  .exacte  que  l’on  puisse  emploi er 
pour  déterminer  la  masse  de  Jupiter  , cependant 
comme  Jes  observations  de  M.  >Airy  peuvent  n’êlrfe 
point  exempteS'de  quelques  légères  erreurs^  et  qu’il 
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annonce  Tîntentioa  de  les  renouvelèr  dans  des  cir- 
constances plus  favorables  à ce  genre  de  recherches> 
dans  les  années  i854,  i85^  et  1 836,  nous  avons  cru 
devoir,  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  periurbaüons  de  Junon^. parce  que iC^est^ celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleui's,  le  peu^de  différence  qui  existe 
entre  elle,  et  des  autres  valeurs  que  nous  i avons  rap<^ 


portées,  fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  nen  seraient  que  faiblement 
affectés.^  , . . , . ' 

Les  niasses  de  Saturne  et  d’Ufanus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui’ont  servi’ à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
demies  déterminer  doit  être  préférée  ici' à celle  qôi 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites'de  ces’ deux  planètes,  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté  les  observations  de  ces  élonga- 
tions sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des.  satellites  de  J[upiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

détcrininée  de  la  même  manière  , serait  de  — ^ 

; ..  w .•  . . . > . io7o;5' 


valeur  qui  difïère"' peu  de  celle  que  Ton  déduit  des 
ol>servations  de  Pound  , 0^28,  livre  II , ' niais  qui 
ne  peuvent!  nullement  concorder  avec  les  résultat 
des  perturbations  des  petites  plané tès , ou  avec  -la 
valeur  qui  'résulte  des- • nouvelles  observations  de 
M.  Airy.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 
Saturne  et  d'üranus  , données  par  M.  Bouvard,’  ont 
également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s’occupe  en  cet  moment  pour  cet  objet 
d’une  nouvelle  révision  des  -équations  fondamentales 
de  ses  tables.  * 

'La  masse  de  la  Terre  a été  déterminée  par  la  for* 
mule  [n)  do  n?  -28,  livre  II /dans  laquelle  on  a 
supposé  - J- 

•/=  656455 1«,  • 

^ 9”;8i645;  • ' 

log  sin  P = log  sin  8", 60  = 5^5 193564- 

Ces  valeurs , qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 
<[ui  sont  rapportées,  dans  le  numéro  cité  , <ont 
donné  ; 

, •*  ’ I ‘ - ' ' 

I , , . 35635376' 

f ^ f ‘ . 

Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars  /lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n’était  pas  enooi'e 
suffisamment  connue,  on  les  avait  déduites,  d’une 
hypothèse  empirique  ^ sur  la  loi  de.leur  denSité.  On 
avait  observé,  en  -comparant  les. masses  de.  la.Terre^^ 
Jupiter^et  Saturne  à leur  volume,  que  les  densités 
de  ces  ‘ trois  > planètes  sont  à très  peu  près  en  raisôti 
inverse  de  leurs  moyennest distances  au  Soleil;. et, 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  planètes 
Mercure,  Mare  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d’en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
'tres,  qui  sont. donnés  en  effet  par, l’observation.  Mais 
4’arbitraire  de  cette,  hypothèse,  qui  s’écarte  beaucoup, 
-comme  on  sait  ) de  l’exactitude  relativement  à Vénus 
el'à  üramis,  joint  à la  difficulté  que. présente  l’ob- 
servation des  diamètres  planétaires , laissait  beau- 


j. 
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coup  d’ioceitititde  dans  ^ cette  détermination  et  vil 
était  à dérfbnni  <{u*on  fixât  les  masses  de  ces  deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  -C  est  ce  qu’a  lait 
Delàmbre  relativement  â Mars^^.  dont  il  a déterminé 
la  massé  par  les> effets  ^qu’elle  produit  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d’uu  très  grand 
nombre  d’observations  du  Scdeil,  l^tes  par  Bradley 
et  Maskeline  , aux  formules  des  perturbations  four- 

nies  par  la  théorie , lui  a donné  "5^53^^  pour  la  va- 


leur de  cette  masse.  Mais  Bessel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations  employées  par  Delambre^ 


a jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à ^^*33"  ! 


et  c’est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à la 
masse  de  Mercure , on  a conservé  celle  qui  résulte  de 
l’hjTpothèse  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes, tout  en  reconnaissant  son  incertitude;  mais 
ob  doit  observer  que  la  petitesse  de  oette  masse  fait 
que  son  incorrection  ne  peut  avoir  aucune  influence 
sensible  sur  la  détermination  des  inégalités  planétaires. 
En  nommant  a et  a' les  distances  moyennes  respectives 
de  Mercure  et  Jupiter  au  Soleil,  D et  leurs  diamè- 
tres ^metm*  leurs  masses  ^ on  aura , selon  l’hypothèse 

précédente,  pour  la  masse  de  Mercure  in  =t  /»'. 


En  supposant,  d’après  les  observations,  des  diamètres 
moyens  de  Mercure  et  Jupiter  vus  à la  moyenne  dis- 
tance deda  Terre  aU' Soleil  respectivement  de  ai'/^fîo 
et  6îi(i,''o4,  en  substituant  ensuite  à la  place  de  a et  a 
les'  valéUrs  que  nous  donnerons  plus  bas,  on  trouve. 
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traprès  la  masse  adoptée  précédemment  pour  Jupi- 
ter, la  valeur  de  m que  nous  ayons  rapportée. 

Ainsi  donc  les  valeurs  des  masses  planétaires  que 
nous  avons  adoptées , celles  de  la  Terre  et  Mercure 
exceptées , résultent  de  la  comparaison  des  observa- 
tions aux  formules  analytiques  des  perturbations  , et 
elles  sont  toutes  déterminées  par  conséquent  d’uue 
manière  uniforme  et  symétrique.  Les  masses  de  Ju- 
piter et  de  Saturne , dont  l’effet  est  si  considérable 
sur  les  inégalités  des  planètes,  laissent  encore  quel-* 
que  incertitude  ; de  nouvelles  observations  des  élon- 
gations de  leurs  satellites  permettront »bientôt , sans 
doute  , de  déterminer  ces  masses  avec  plus  d’exacti- 
tude qu’on  ne  l’a  fait  jusqu’ici , et-  l’acQord  des  va- 
leurs données  par  des  méthodes  si  différentes  en  sera 
la  plus  sure  vérification.  , 

88.  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  V du  livre  U 
les  formules  qui  servent  à déduire  des  observa- 
tions les  dlémens  des  orbites  planétaires.  Ou  peut 
en  générai  regarder  les  ëlémens  ainsi  obtenus. comme 
une  approximation  qu’on  rendra  de  plus  en  plus 
exacte  à mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d’observations,*  et  développera  les  diverses 
inégalités  dont  les  mouvemens  planétaires  sont  affec-. 
tés.  Ije  meilleur  moyen  d’y  parvenir  est  de  comparer,, 
ainsi  que  nous' l’avons 'dit  pour  la  correction  des 
masses  ,•  un  très  grand  nombre  d’observations  <;hoi- 
sies  à cet-  effet  aux  'longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  avec,  les  élé-^ 
mens  de  l’orbite  relatifs  à la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  à ces  éléraens  une  correc-i. 
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tioft  indéterminée;  qu  on  supposera  assez  petite  pour 
qu’on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  àda 
première  ^ on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l’expression  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude aux  différences  que  ion  a trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d’équations  qu  il  y a d observa- 
tions employées;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés  ; on  obtiendra  les  va- 
leurs des  indéterminées  qu’elles  renferment , qui  sa- 
tisfont le  mieux  à l’ensemble  'des  observations. 
l’aide  de  Ces  données  , on  corrigera  les  premiers>elé- 
mens  des  orbites  , et  l’on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet  j 
dans  l’état  aefuel  de  l’Astronomie,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l’observation.  C’est. de  cette  manière 

qu’on  a trouvé  les  valeurs  suivantes  : ^ i 

• * 

Moyens  mouoemens  sidéraux  des  planètes  pour 
' 'iine  'année  julienne  de  jours  Ou. valeurs 
de  Xi  y n',  etc,  • • > . 

J Mercure..- n ==  55254i6",79 

Vénus..': n'  2106641  >52 

. La  Terre n"  = 1295977,35 

Mai'S  n^^^  =.  669051  f J 2 

.V.  Jupiter H..  109256,29 

. Saturne n*  = . 45996,72 

’•  Uranus ^ i54^4>54 

Lorsqu’on  emploiera  les  valeurs  précédentes  pour 
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Hf  n' , etc.,  le  temps  t désignera  l’intervalle  écoulé 
depuis  ri nstant  que  Ton  a choisi  pour  époque  expri- 
mée en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 

De  là  , en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité , et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  f>lanètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens,  dans  le  même 
espace  de  temps,  on  a conclu  par  la  troisième  loi  de 
Képler,  n°  2 , livre  II , les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes  au  Soleil. 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil , ou  demi- 
grands  axes  de  leurs  orbites. 


Mercure a =■  0,59709812 

Vénus a'  = o,7255525o 

La  Terre a!'  ’=.  1,00000000 

Mars. a'"  = 1,52569352  , 

Jupiter. a^^  = 5,20 1 16636 

Saturne o7  = 9,55787090 

Uranus a’*  = 19,  i855o5oo 


Longitude  des  époques  en  1800  , ou  valeurs  de 

E,  é y etc. 

Mercure  œ 1 10®  i3'  17 ^^9 


Vénus é = i4o-56.52,  i 

La  Terre i*  = 100. 25. 82, 6 

Mars s=  252.49*5o,5 

Jupiter. 6’^  ï=  81.52.10,3 

Saturne ==  1 25. 05.29, 4 


Uranus  ..  X ... . = 175.30.16,6 
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Rapports  des  excentricités  aux  moyennes  distances  , 
ou  valeurs  de^  e,  e',  ^tc,y  pour  1800. 

Mercure e = o,2o55i49 

Vénus e'  = o,oo6853i 

La  Terre  . . . e"  = 0,01 68555g 
Mars. .......  = o,og33o6i  ' 

* ' Jupiter = 0,0481621 

Saturne = o,o56i5o5 

üranus. . . . . . ’c^*  0,0466108 

Longitudes  des  périhélies  en  1800  ; ou  valeurs  de 

(t)y  etc. 


Mercure....  a>  = 

Vénus cû'  = 128.45.  6 

La  Terre &>"  = 99.29.55 

Mars = 552.25.40  ' 

•'  Jupiter = lî.  7.36 

Saturne. = 89.  8.20 
üranus = 167.50.24 


Inclinaisons  des  orbites  à V écliptique  en  1 800  ^ ou 


valeurs  de 

<P> 

etc. 

Mercure 

<P 

— 

7®  00'  9'' 

Vénus 

= 

5.23.29 

La  Terre. . * . . . 

P" 

0.00.00 

Mars 

Z^Z 

I . 5o . 6 

Jupiter. ...... 

(p*'’ 

= 

I . iÇ.52 

Saturne^..,,  .. 

<P" 

— 

2.29.58 

üranus; , 

(p»‘ 

= 

46.26 

3Si 
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Longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  ïécUptique  de 
1800^  ou  valeurs  de  et, a! ^ etc*  • 

Mercure et  = 4^®57'59" 

Venus ût'  = 74*  ^2*59 

La  Terre,...  a"  = 0.00. 00 

Mars a"'  =s  4^  • 

Jupiter......  a”  = 98. 25.45 


Saturne  .....  et'*  = 1 1 1 . 56 . 7 
üranus  . . . . , = 72,59.21 


Toutes  les  longitudes , qui  précèdent  sont  comptées 
à partir  de  Véquinoxe  moyen  du  printemps  de^iSoo, 
en  prenant  pour  époque  le  minuit  qui  sépare  le  5i 
décembre  1799  du  i*’’ janvier  1800.  On  doit  se  rap- 
peler encore  que  conformément  à ce  ^ qui  a été  dit 
n'*  a4>  longitude  du  périhélie  est  égale  à 

la  distance,  du  périhélie  au  nœud , augmentée  de  la 
longitude  du  nœud  à l’instant  que  l’on  a choisi  pour 
époque. 

L’action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  insensi- 
blèment  les  élémens  de  leurs  orbites  et  altère  à la 
longue , par  conséquent , les  valeurs  précédentes  ; 
nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations. 

D’apiès  la  théorie  des  variations  séculaires,  les 
moyens  mouvemens  n ,n' , etc.,  ainsi  que  les  demi- 
grands  axes  a,  a',  etc.,  qui  s’en  déduisent,  devraient 
être  invariables,  et  l’on  devrait,  par  conséquent, 
retrouver  dans  tous  les  siècles  les  mêmes  valeurs  pour 
ces  quantités.  Mais  nous  remarquerons  que  lorsqu’on 


m 
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déduit  des  observations“  les  longitudes  moyennes 
n't^  é'>  etc,,  les  termes  nt  ^n/t,  etc. , qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen , une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au ‘temps  que 
renferme  l’expression  de  la  longitude  des  époques 
6,  é',  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  ét  nous  en  donnerons  plus  loin  l’éxpression. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  etc.,  qui  pré- 
^cèdent,  ainsi  que  celles  de  a,  a! y etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations , et  sans  qu’on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes  ‘et 'sont 
sujettes  à quelques  légères  variations' dépendantes'de 
l’action  mutuelle  des  planètes.  Au  reste;,  les  valeurs 
que  nous  avons  ‘rapportées  sont  celles’  que  'Laplace 
avait' adoptées,*  et  nous  les  avons' conservées  à cause 
des  nombreuses  quanti  tés  déjà  déterminées  par  Mi  Bou^ 
vàrd  , auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires, ‘et* donT il  e^t‘fallii 
^sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valerfre 
ont  subi  ^depuis" quelques  altérations  j"' tant  ipar  les 
raisons  que  nous ^^ns  d’exposer,  que  parce  que  lés 
nouvelles*  tables*  astronomiques  'ont ‘^permis»  de  . les 
déterminer  avec  plus  de iprécision.'Om trouvera  à là 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ; les.diôerea- 
ces  qu’elles  offrent  avec  celles  qui, précèdent  ne  sont 
pas  .de  nature  à .altérer  d’une^  manière  sensible  * les. 
résultats  en  sontj  déduits,  f'i  , 

^ JJ  A l’eide  d^  valeurs  précédentes*  de  a*,  a'j  ete.^^  et 
des  formti}^  donné^'idans  le  chapitre.  Ibji on  >à  cel* 
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culé  les  quantités  suivantes  : 


89.  • 


Mercure  et  Vénus  (^). 


«■=  ^ = 0.53516076, 

Iog<t  s=  9,73848433) 


d’où  Ton  a conclu 


ensuite 


J* 


logi_i  =:  o.33t6a355, 
“ï 

(1) 

log  1 =9.71301453—, 


• I'  c ' 


f V-*/ 


t 


(•>  (*)  ^ ■ 

log&2.  — 0.3368948,  iogfti^  = 9.7833613,  lng|6t  ‘'sis  9,3919718 

(3)  ' » <0  ‘ ^ ^ <n  .i 

= 9^.0444^^1  ~ = 8.4008373'', 

i • ' »} , T 

(«)  (?)  (•)'^  * 

= 8.0904909»  = 7.7837091,  ^ bi  = 7.4666749» 

A , ^ a a ‘ 

(«> 

*i  = 7-*o57836i  :v..  ... 

‘ ^ 'P\’~  s.-*  ~ 

‘ log  » log  * = 9.8^3093, 

..(•)  » .,<>) 
db^  tr 

« = 9/75789^»  * -JP  = 9. '5683680, 


% 


(^)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
par  M.  Bouvard , et  rapportée  dans  le  tome^III  de  la  Méca- 
nique céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités  reconnues  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmiques , parce  que  Ton  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  — derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auquel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  III.  a5 
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(*> 

dbV 

'»e*  -3f- 

= 9.3556636, 

'“8«  ~sr 

= 9.i3o53a3, 

at? 

dt? 

‘•3T 

= 8.8978883, 

= 8.66a745a, 

ai,? 

‘ 

- 

= 8.4337148  j 

d‘b? 

d,b? 

*°8‘-  rf.. 

= 9*897*9^5, 

da' 

= 9.8418888, 

■ d'bV 

1 

d»bP 

= 9.9878111, 

* dct* 

= 9.986oaa9, 

d,h? 

d.b? 

‘ cU* 

= 9.9o8aa65, 

= 9-7869570» 

» 

d.i? 

*• 

= 9.636^375, 

* 

du* 

= 9.4680688  ; 

• 

d^b^P 

d.i? 

= o.a388655, 

‘O»*’  rf.. 

= o.a6695a8. 

dibp 

* da} 

= o.a64o337, 

= 0,3493404, 

d>b^P 

•’  J 

= 0.3918886, 

*’  dJ 

= 0.3790679, 

d>i? 

*•  J 

= o.3aa8i36  ; 

d4i« 

d<i? 

a.*. 

=s  0. 756583a, 

d.4 

=3  o.8a96939. 

d>6? 

• 

s 0.8811889, 1 

=:  o.93653oa  ; 
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(•)  (*)  (•) 

= o.6a47io4)  logis  = 3.o353t6,  logis  ==  0.2901540, 

» 3 » 

<0  <4)  (S) 

i^  s=  0.0764118,  i.T  = 9.85o44m,  ij  = 9.6167506, 

A • ft 

<«) 

i^  = 9. 3780470 J 


dbT 


(>) 

db\ 


dbH^ 


log  « -^—=*>.8256132,  logM =!0.7i823o3,  log  «— —-=0.578762* , 


« 6=0.4175981; 


d*b 


0> 

I 


.(4)  . 


d^bv  ^ " 


~ ï *3495903,  log=»  = 1.2839992. 


v> 


Mercure  et  la  Terre, 


•i». 


(v  . 

r.' 


; i-  S V ' rV  * = ^ = 0.38709812, 


(0,  :v 

• 

: ) 


log  « = 9.58782211  ; 

I 

d'où  Ton  a conclu^ï^X  '''  ” ' " 

i 

log  1 = 0. 317154739 


.<0 


log  b_^  ='9.5794473»  —, 


ot  par  suite 


.(•) 


.0) 


.<*> 


logijL  =0.3184766,  log  il  =9.6139897,  logij^  =9.0798265, 

s » s 


iV  = 8.5899496, 

A 

= 7.2119211, 


(«) 

dbV 


(4)  (0 

il  = 8.1206397,  b^  = 7.663o4io, 

Â Â 

<0  <») 

ii^  = 6.7581546,  i,  = 6.2479733  ; 

A A 


dbV 


dbV 


iog  « -^^=9.2546937,  log «-^^=9.6668706,  log  * -~  = 9.4*»*a6i 
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db? 


log»- '^=g;o885469,  log« -^=8.7394738,  log«-^=8.37Gaa38, 
uA 

(6)  ; • 

a — 2_=8. 004961 5,  * 


dbT 


dtk 


d*bT 


da 

d-b^^ 


-=7. 635a 1 38  ; 


L =9. 39893JI,  log»*-g^=9  :>63j798,  log»*-2j^=9.5ï5io35; 


d'b^P 

...^=9.4433,05,  .*-^=9.2538173,  «•-^  = 9.oo3a85a; 


d^hV 


d^bi 


(O  d^b^P  dib^P 


=0-49*0738,  log<t»-^^=9.5o3aaaa,  — 9.6003908, 


dtti 

d^bf 

rt?-^f-=9-5770965; 


log4°^  =0.4581691,  log4^  =0.1976730,  logi|'  =9*8736804, 


(') 


=9.5a4oaao,  b^  =9.1868688,  b^  = 8.787871a  ; 


.0) 


(«) 


dbf 


log*  — î— =o.a9a5o4a,  log  <t  = o.o7a8837. 


Mercure  et  Mars, 


a 


o.a54o63ia, 
log  it  = g.4o49a47o  j 


«t  = — a 
ar 


on  a conclu  de  là 


(•) 

log  bl  i 

log  6_  1^ 

“ s 


o.3o8oiooa, 
9.40137760  —, 


et  ensuite 


log  4^  — o.3o8a44^>  logéi^ 

• * 

4^'  = 8»oa3o878, 


9.4167443,  log 

7.3676433, 


(•) 


b? 


8.696Qa75, 
6.68ia4ia  ÿ 
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db^P  dbP 

log  * -^-=8.84a4o4j , log  A —^-=9.4374786,  log«  -j^=9.oioao8a; 


dbV 


db^P 


dbP 


«-^-=8. 5092035,.  «-2^=7  983 1981;  • 


d*bP 


d*bP 


=8. 9049208,  log  a*— —=8.6272693,  log«*-^jj|^=9.o599375, 


«*-^^=8»83i228i  î 


(O  (')  (•) 

log  =0.3659624,  logfts  =9.9364512,  logis  =9.4347046. 

• • • 


Mercure  et  Jupiter. 


^l.r 


X)  ^6  » “i'  I 


• = ^ = 007443555,.^.  . 

i„.  *«,  iîîi;-fc  K ool  ilo^ 

log  A = 8.87172138; 


d'où  Ton  a conclu 


<0) 

log  i j|^'=  o.3oiG3i2, 

*"  » 4a 

(>) 

log  i_  = 8.8714210  - 


çîiuê..  tî. 


^ ‘ ( ’i'  •,  c**) 

a étant  une  très  j^tite  (pantite^  les  valeurs  de 
O i_  y Oi  , etc. , ne  pourraient  se  déduire  des  prece- 
dentes, avec  une  exactitude  suffisante,  à laide  des 
formules  ordinaires  ; elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries,  conformément  à ce  que  nous  avons 
dit  n**  18  et  21 , et  il  en  a été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

(®)  (ij 

log  b^  8 0. 3016328,  log  il  = 8.8726282,  log  il  = 7‘.6i99277, 

a 5 T 

il  =6.4800069,  iV  =6.7161703; 

ï 


I A,. 
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(®) 

dbV 


dèV 


Iog« 


da, 

<*) 

dbi 


7.746i5io,  logrt -—=8,8744317,  IogA-^  = 


et  — =6.8889334  j 


d*b\ 


(2) 

d-b\* 

g 

det* 


*og**-^^=7‘75ï564o,  Iog«?-^^=6, 9784183,  log«> 

(^)  (*)  ^3) 

log  ia  = o,3o64558,  log  = 9. 3533647,  logis  = 

» » * 

Mercure  et  Saturne, 


* = ~ “ o.o4o58547, 

log  (t  = 8.60837067  J 


d’où  l’on  a conclu 


,<o) 


log  i__  i = o.3oi3o88, 
a 

<•) 

log  b^i=.  8.6083811  — , 


ensuite 


logii^  = 0.3013087,  log  = 8.6o8633o,  log  i i ^ = 

• â a 

O) 

il  = 5.6303403; 


(®) 

dbV 


db^p 


db^*^ 


*Og  «-^*=7-2175594,  log «-^=8.6091695,  log«— 


et  -^-=6.0975555; 


d*bT 


log <t» -^—-=7.3184335,  log<t*-2-~=6. 1797783,  logrt»-^^: 


0) 


log  ii'  = o. 3036406,  logij'  =9.0868340,  log  4’^  = 

^ * a 


7.9311178, 

7.9184705; 

8.3318883.. 


7.0930887^ 

=7.3981335, 

=7.3838ig4f 

7.7939517. 
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<t  = — r = 0.02017895  , 

/l*  » 


log  <t  = 8.3048987  ; 


d’où  Ton  a conclu 


log  = 0.3010743, 

% 

log  = 8.3048766—, 


ensuite 


log  bV  = 0.3010695,  log  = 8.3049857,  log  4"^  = 6.485oiiai 
% » • ' 


4“ 

log  A = 6.610164Î,  ‘ 


î ^ 


8.3o5995oÿ 

log  4^  = o.3oi4a8o,  logfci^=  8.7823514 

î^énus  et  la  Terre, 


' '''' 

» ' - ■*.  U»  1-1 


'*  * S =s  o.7a333a3o, 


log  A = 9.88933789; 


d’où  Ton  a conclu 


J-  * 


■ ;X 


log  b^  i_  = o.35633o3, 


ensuite 

1 i.^‘> 

log  b £ 

“ ft 

log '5^  «s  o.37773a9, 

-J—-  ' 

1 

log  Ol 

h 

4** 

.<»> 


• • 

tm\  (S) 

= 8.786041a,  5i  = 8.6ao4588, 


■ -■  "vi- 
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(oY  (lO)  ' (il) 

log  bY  = 8- 459347*»  log  61  = 8.3o34iai,  logi,  =t:  8.i5466i4, 
» » ï 


((•)  (<s) 

= 8.0169^98,  bi^  = 7.8968017,- 


<«) 

db) 


db^î^ 


db^P 


log  et -^-=0.0751629,  log« =o.ai58a53,  log«t -^^=0.1752600, 


Ht? 

« 

da. 


«t —v—=o . 0995829  , 


<®J 

dbV 

et -^^=9.7974307, 

dbT 


db^l^ 

et  =0.0077835, 

* --£-=9.6846536, 

dot. 

(10) 

db\ 


atT 

' (8) 
db) 

«-^=9.5677588, 

(“) 

db) 


«-^=9.4469928,  «-^=9.3214962,  et -^=9. 1892095, 

(Xi)  (18) 

db)  db) 

et  -—^^=9 .0452482,  et— =8. 8784874  > 

(aet  uet 


a>iT 


iog  <t*  =o.6o6i888,  =0.5955340,  log  =0.6510980, 


d.i?> 


et» =0.6783146,  et» =0.6780702,  =0*6548893, 

d.if 

et»-^^=0.6l3l433,  et*-^-*  ■ =0.5610666,  et*  =0.4991904, 

d>bY 

<t»“^^|^=0.43lll84,  — =0.3586043,  et»— =0.2851098,, 


('») 
d*b\  ' 


et»  — * ' *=0.2154436,  et»— =0.1 563565  ; 

efet»  * da^  ’ 


loget»  =1.3304720,  bget»-^^*  =1.3366017,  iloget*-^^  =1.3429093, 

d>4®  ^>4'/*  d>4® 

.>-^=1.3765018,  =1.3996850,  . .>-5^=1.4064694, 


--e..  — 
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dib^l^  d>bV 


log«î— ^=1.43047911;  log«»  -^-ÿ-  =1.4055955, =i.4o653i3. 


d»b^P 

» L 

déL» 

d»b\'*^ 

î 1_ 

d** 

m'P 


d‘bV' 


=1.3774766,  =i.335oo68,-  ■ — =1.0786114, 


=1,0035073,  «* —^•=1.0970706; 


ditf 


d<4V* 


log*4—^  =.3476455,  log«t<'  =0.3559663,  log»<  ^j-=0, 3614438, 


d*bl‘^ 

d^bV 


d*br^ 


=o.363o34o,  *i4-^=3.3675oo3,  «<-^=0.3809416; 


du* 

(ie> 

d^b)  ' 


log«* 


dsb^”^ 

fl 


=3.3411764,  log«*-^^  =3.3461468,  log**-^~=3.35o4344> 
=3.3437304,  =3.3069397,  *»-^^=3.i65i758; 


(“) 

loft  fe.3  = 0.9996759,  log 

<0 

bs  = 0.9480163, 

logis ^ = 0.8684434  > 

fl 

fl 

s 

(1) 

*2  ="0.7748044» 

= 0.6704969, 

6^^  = o.56o5368  , 

» 

fl 

fl 

(«) 

= 0.4503606, 

b^  - 0.3339489,. 

fl 

fl 

fl 

('*) 

(*>) 

(t»)  ^ , 

*s  = 9.9645463, 

^3  = 9.83i5i59, 

bi  = 9.6838o49  ; 

• 

fl 

• 

<») 

dbV 

dbf^ 

dbf 

log  a I.  "=1.6105716,  log 

' =1.5660804, 

îoga-^  = i.5o3o497, 

<9) 

<«•) 

</4 

dbi 

«-^=1.1983763, 

a — ;!î— =i.iiio8oo, 

eut. 

a — ^=  i.ooSooog, 
dit. 

db^ 

« =0.9373535  ; 

, 
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d’bf 


=9.3oi8o5o,  log«*-^-^=a.a39o6o7,  log»*— -=a.  1693413, 


d*b 


O») 


=3.0910117  j 


d>bf 


^3,  ^'^3 

=3-4354a4i,  log**-^3-=3.3994o93»log*>— ^^=3.3595318^ 

«»-^^=3.3i83aa8j 

d*bf 


d*b 


(10) 


log«<-^i~  =4.6037629,  log«t<— =4.58oa83i,logn4~~^=4.55aooo7y 


*<-^^=4.6168610; 
' dSif 


(10) 

d’b\ 


d‘tT 


iogct»-^*-  =5.8220243»  logA*-2~=5.8i373o4,  =5.7960759, 


d>4'*’ 


.•-^=5.7860966; 

(10)  (il)  (it) 

log^s  =i.3oior37,.  log&^  =1.2087996,  log  =1.1179669, 

• a ft 


(10) 

dbl 


00 

db\ 

ft 


logn— =2.6205628,  iog«-~^=  2.3701862. 


y inus  et  Mars. 

« = P = 0.47472320, 
log  « = 9.67644048  î 

d’où  Ton  a conclu 

(0 

log  b_  \_  = o.325i8o3, 

” • 

0) 

logi__£  = 9,6636491  — , 


ensuite 
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(«)  <»>  (*) 

log  &i  = o.3a83n8,  logJi  =9.7173577,  log  = 
» i a 


<>)  (O 

bi^  = 8.8731782,  = 8.4931373, 

ft  % 

b^P  = 7.7655941,  = 7.4158072, 

• A 


= 


(®) 

dbi 


dbP 


dbP 


log  « =9.4769871,  log  « =9.8005472,  log  * 


*—^^=9.3848411,  a— =9.1220478,  et— 


=9-6938757,  log«*  -^^=9.61 19576,  log««-^ 
«*-^^=9.7725917,  «•-^^=9.6548717; 


*°8«*“5;;^=9-9565i47, 


d^bP 


43-^^=0.0572876  ; 


logis^  =0.5469831,  log  53^  =0.3625732,  log^l^ 
» i % 

bp  = 9.85895o3,  = 9.6822293; 

/ » * 

dbp 

log  CL~-^—=Z  0.6045910. 


Vénus  et  Jupiter. 

« = ^ = 0.13907116, 
k>g  « = 9. 14323716; 


9.2735244, 

8.125o582, 

= 9.6229451, 

= 8.8455446; 

= 8.7993520, 

i 

= 9-94>9o*7» 

= o.i2253o3, 
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d’où . l’on  a conclu 


(«) 

log  iî=  o.3o3i275, 
“ ï 


« • 

CO 

log  b^  z=  9.1421836 

fl 

> 

ensuite 

> 

<®)' 

log&i  = o.3o3i48i, 

s 

<l) 

log  = 9.1464133, 

s 

log  bt^ 

fl 

. 4^  = 7*2292765, 

fl 

m 

4^  =6.3144992, 

fi 

A 

dbV 


dbV 


w 

dbV 


=9-1527757,  log  = 8.4696673, 

“<’i  ‘«’f  , ' 

=*7.7088843,  «->^—==6.9293712; 


d*b^'^ 


=7-7995187,  log** -ÿ^r=  8. 4838072, 


d>b^r 


*•  .^^=8.0139749  i 

log4^  =0.3200913,  log  4^  = 9.6862687,  log  4’^  = 8.8753738, 

* fi  ô 


énus  et  Saturne. 


a = 


«V 
log  * 


0.07533790, 
8.8798865  i 


d’où  l’on  a conclu 


.<•) 


log  b_^z=  0.3016543, 


,0 


log  I = 8.8796737  — , 
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ensuite 
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logi^  — Oi3oi6563,  = 8.88o8a5o,  log  7.6357350, 


*1^=6.4116197,  . = 5.a55a484, 


dbV  dbV 

‘‘^«‘“5i-=7-76a5875,  .=8.88^6960,  log*-^  =^.9378074 


db^^ 

*-^=6.9146319; 

d>bT  ' 


‘“6— eÎ-=7.7«>i5»,  log-t'-ji  =6.99658,,.  109^-3^=  ,.9.«46. 

I«b4*’  = 0.J066643,  Iog4'*jj=  9.36,,o5o.  fc)g4‘*  =8.338i„,. 

■ ‘ 


<«.■  • 


;o 


inus  et  Uranus. 

a' 

* = — = 0.03770634 , 


li  , 1 ■'  St 

Mog  « SS  8.5764145;  ♦ > 


d’où  Ton  conclu 

..  (•) 

1®8  I = 0. 3011843, ■ 

• .;‘h 


>M  : V*  f;  »>-■■ 

^ * - 


*■ 


,0 


1> 


'^%^s 

,(0  »'<*-„  f 

m^rn  \ \ 


log  8.5,633541  * 


ensuite 


logif  = «.301.846,  logif  = 8.5,66,9,,  logif’  = ,.orf»5. 

• i ■ 


(*> 

*£  = 5.595ia34; 

ft 

(«>  <.*>.  . 

dbV 


dbP 


.<*) 


, ‘ db] 

log.-^=:=  8.4317458,  log «-^8.5767744,  log 7.339491 


Iog*j  = o.3o94m>3,  log*jf  = 9.0546^7. 
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La  Terre  et  Mars, 


« = = o.6563oo3o. 


a 


log  « = 9.81710^6; 


* 

d’où  Ton  a conclu 


(®) 

= 0.3467387, 

= 9.7915101—, 


et  par  suite 


(O)  ~ («)  (») 

log  = o.36oo5oi,  logi^  =9.9055600,  logii  = 

» » a 

2C  / c ooea 

bi  = 9.3514059,  oi  = 9.ii3853i,  b\  = 

â ' » ï 


b^^  = 8.6683393, 

% 

<®> 

c?5, 


5?^'=  8.4545400,  bV  = 


(0  (>) 

dbV  dbV 


log «—^-=9.9063386,  logtt-^^  =0.0913353,  log*" 


dbv 


db[^ 


*—^=9.9108710,  «—5^=9.7813353,  <t 


dtt 

C®) 

dbV 


d(t 

a,? 


<*) 

dbV 

» 

da. 


«—^=9.4928378,  «-^^=9.3401355; 


Iog«’-j-|-=o.33i8798,  log«*-j-^  =o.3io4ii3,  log«*.  . *-  = 

u«*  oct* 


=0.4165344»  «*-^^=0.3958687, 


d>b^P 

t I. 

da.* 


«*-2^=0.1768718  J 


log«»-^=o.9i4afi47,  log«s-^^=o.9353683,  log*»-^ 

dsb^>  d^bl 

«*-^=0.9736713,  «*--^=1.0114648, 


9.6080808, 

8.8874485, 
8.3446483  ; 

= 0. 0315553, 

= 9.6407118, 

= 0.3934441, 
= 0.3453367, 

=0.9311491, 
= 1.0333067; 
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(o)  <i)  (•) 

!og  = o.836ogai>  log  =0.7579948,  log^j  =0.6438996, 

S s • 

= 0.3712996,  = o.aa3i5oi; 

s s 


(*) 

b^  = 0.5126796, 


db^P 


dbT 


dbP 


log*t— =i.3ig65a6,  Iog«-^~-=i.3a58o5a,  log<f-~— =1.2219588, 

dbV 

« -^^=0.9295514. 

La  Terre  et  Jupiter. 


« = — = 0.19226461, 
, log  « = 9.2888993  i 


d’où  Ton  a conclu 


et  par  suite 


log  ^ I = o.3b5oi 

” s 

log  = 9.2818785  —, 


.<•) 


log  iV  = o.3o5iii8,  log&^^  = 9.2900413,  log  èV  = 8.4501 7a 

* • <•  ..  . O 

=7.6547155,  5»^  = 6.89i3i44f . ..^-5?/=  6.1189258, 

(6) 

b P = 5.3577877; 


-- 


,<•) 


(•) 

dbV 


atV 


=8.5861991,  log  « =9.3022686,  log«  -^^.^58io84, 


db^P 


dbP 


db? 


« -2j- =8.i3474i5,  « =7-4979>*4»  « -^-=6.8ai5o43; 


d*bp 


*og«‘-^^-<5s8.&i78n,  r-8.a36338a,  log  =8. 7796809, 

d*bP 

A* — ' ' ' ' ' ’ 


• ‘L 


W 
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d*b] 


w 


log«»-^^=8.oi98i63,  logat*-^~=8.3io3335,  log<t»  = 

logi|^  = 0.3377508,  logfc|^  = 9.7917348,  logij  = 
= 8.5110675. 

La  Terre  et  Saturne. 

* = — = 0.10484520, 

\ 

iog  et  = 9.0205486  ; 

d’oil  Ton  a conclu 

(O) 

logfc^l^  — 0.3022228, 


.0) 


i = 9.0199505—, 


et  par  suite 


= o.3o223o3, 

1 

log  01 

r 

ft 

= 6.8596126, 

a 

ft 

0 

db. 

db 

<0 

I 


of 

a 


log«-^  =8.0474891.  1o8«-37-  =9  m59591,  log*-^ 


dat 

dbT 

a -3^  =7.3967422;; 

d^bf 


d*b\^ 


d*b^? 


Iog«*-^^ 3:8.0572429,  log«*-^^j-=7-43a3728, 

locia^  = o.3ii8236,  logi^^  =98066998,  log5»  = 
^ f a * 

/ • 

La  Terre  et  üranus. 


a = — = 0.05212866, 


Iog  A = 8.7170766  ; 


: 8.0036273  ; 
9.1708424, 


7.gi8i5io, 

=8,2211887, 

i 

=7.2247379; 
: 8.6230114. 


DO  SYSTÈME  DU  MONDE, 
d’où  l’on  a conclu 


(•) 

log  b_\  = o.3oi3a4>> 

% 

= 8.7i69a9i, 


et  ensuite 


36g 


(O)  <0  (») 

log  = o.3oi3a44»  log  = 8.71751G6,  log  b\  • = 7.309630a  , 

a a » 

O) 

bt  =5.9471101; 
a 


<«) 

db\ 


dbV 


jr 


log  *t —^-=7.4354786,  log  «—^-=8.7184035,  log  «—^-=7.6116640. 

Mars  et  Jupiter, 


ri,  ? ^ 


* = -—  = o.agaQSaia, 


^ « 


log  « = 0.18389741  ; 


d’où  Ton  a conclu' 


log  i = ô. 3 103993, 

a 

O) 

log  = 9.4630606  — , 
~ à 


ensuite 


i ^ % 


; 


(o)  (t)  /*) 

log  =0.3107170,  logij^  = 9.4813308,  log  =8,8348545, 

S ft  a 

(S)  (4)  (9) 

bi_  — 8,3137037,  b^  = 7.6376730,  b^  = 7.1037766, 

k a a * - 

(fl)  0)  ‘ 

= 6.9018398,  b^  = 5.9084314; 
a a ' I 


(®) 

dbV 

■ 

a 

dct 

=8.9773471,  log 

db^P 

a 

dxt 

=8.7035675, 

(«> 

dA, 

a 

det 

■=7.3573000; 

i4S 

4 

•-Al 


.fût.;: 


,A\. 

* 


• Tome  III. 


2/1  * 
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d*b^*^ 


•L  1-  « • 

•“g»’-3^=8’8337i85,  log  «t«  = 9.^0579^1, 

d-if  d'hf 

=9  0335699,  «’-g^  =8.7i8»097  ; 


d.4<"> 


d>4',‘> 


d>bV 


Jt  ” ^ 

=8-8007300,  =8.97756a3,logit*-^^=  8.8()43845, 

.,.0) 


d^b^ 

ffg^i  ~^9'  ^3843^  ) , 


<t>)  (»)  (•) 

logj^  = o.388a3fi7,  logis  =0.0171193,  logis  =9.5759876, 

» » ' ■ 

t%\ 


=9.1070131; 

s 

O 

dbi 


dbf 

3 


db^*^ 


ÏQg*-^  ■ =0.0093919,  log»  =o.i485a6î,  log  <t  =9.9434603. 

) 

Mars  et  Saturne.. 


« = ^ = 0.15976187, 


log  « =:  9. 30344597  ; 


d’où  l’on  a conclu 


(O) 

logi  2 = o.3o3t965, 

<0 

logi__,  = 9. 2030538— , 


et  par  suite 


(•)  (O  (t) 

log  i^  = o.3o383i9,  *ogii  =9.2076487,  logii  = 8. 28661 36, 

• ■ * 

.<*>  0)  (O 

il  = 7.4|iii44>  = 6.5566643,  i|  = 6.7i44i36; 

• i . J * WT  » 


(o) 

<fi. 


dbi 


(») 


log  «..^^£>=8. 4196143,  lôg» -^^=9.2160695,  log <t -^=8.5923320, 
db^l^  db^l^ 

. » . ■^^--=7. 8913315 1 =7  •1607899  J 
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‘‘«‘■■Kr-*  «435(Î3,  log.>-3l=,.985Ü999,  =8.60895,4 


“*-^7^=8. 1997561  ; 


■ s ' 


log«»  =8.o347i3i  ' 

logii  =o.3o6o5o9,  log  4'*  = 9.,„.6,95,  logif  = B-oooSgoo. 


Mars  etMranus. 


■ -'ii s .<>  , V 


• II- 


.1  =:r  ,A  0.07942807,  ,i:ri 

^ V ~ = ®*^^99974<>o»  , ' ' 

<1  OÙ  l’on  a.  conclu  ^ i ‘ , „,i 


V) 

T — 

S 


l 'l  >> 


= of^i7i48, 


l / 


• ')  . 


r^'i 


i.  (...,.  .. ..— 
' ,jï\> 


• 4r. 


■i'H',"  (8? 

et  par  snite*\  ^ ■•  -fC  *W  ^-i-,K.  . • . 

log^r  = 0.30I7T7I,  logb?^  = 8f9Q.bo58,  Iog/^r>  = 7.67W7. 

(3)  - - 

= 6.4969396,  ~ 5.3377840} 


1- 


db 


(») 


<•  : 


— I **ot_  dt»'*'^ 

*°S  ‘ -7^=î-8<>3->385,  log.  _^=«.9„3„65^, 

»,0)  J A'  i.  . » 


,v 

-‘—^=6.9785023. 


yrupiler  et  Saturne. 


ib  ■ O**  » ■ 

« =»i^  - o.5453f7îi5, 

^.. 

•=  9 •7366*4929} 

i . . 
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d’où  Ton  a conclu 

(O) 

I03  i = 0.3337780, 

””  ï 

= 9-7'95o76  , 

S 

et  par  suite  ' 

(o)  <0  <») 

log  = o.3385o3i,  log&2  = 9- 79^^403,  log  =9.4110097, 


/>) 

bi  — 9-071790»» 

% 

.<«) 


li'l  = 8.7534495, 

% 

Cl) 


= 8.444^069, 
î 

(«> 


= 8.1440915,  ht  = 7,8480731,  \ bi  = 7.5543316, 

TT  ^ * TT 


= 7 3566314, 

<») 

dbV 


(10) 

= 6.9361113, 


'<') 


5i  ^=  6.5o836o3) 

'3 

dbV 


Iog«  -^=9.6444^47»  *^*6“  =9.9078356,  logA  =9 *7800748/ 


«-^=9.5979148, 

(®) 

* — yA-=8.g5oi83i , 

da. 

mT 


Mf 

« =9.3930307, 

aiV 

d.  -—-=8.7190065, 


ai,? 

«-^■=9.1755349, 


ft 


<8) 


=8.4861615,' 


a — ~ — =8.3563542,  — =8.0433959; 

acL  M 


d>b^P 


**‘5;;^=9*93i97ï  *»  =9*88o3i34,  log  =0.0199695 

<t* -^=0.0315187,  =g.g4g-8g3,  =9*835485i, 

d^bT 

a*-^=9-694«o48,  =9-53t8879,  =9-3544566 


«*-^=9.1591612  ; 


DU.  STSTÈME  DU  MONDE. 

w;> 


W;> 


log»».y*"  SO.3937C00.  lôg«*-T-^  ss:6,3l93^,  Iog«>-T-^c=f>.^é*Iol, 


isr 

i»b^ 


<r  è 


</«• 


</«* 


=0.4418800,  • =o.43iSo4o, 


=0.3848435,-^  ’**"7ïïr'  =°-?975474»  ' 

} 


(O  ' 


d*b^^^ 


logol<-^~  =0.8709478,  logtt<  =078706088,  ]og<<  - =0. 

J<4<*>  ...O)  . 


887304g, 


djb] 


^ d4»« 


«4-^^^=0.9001709,  «4_^_=:o.95*5534,  «4-_^ =,,001700  4; 


0 


«4-^-?-=i.ooo9o3o,  - =T  .0109005  ; 


a«< 


a-4?>' 


log«s—r-^  =1.5568463,  log*5--j-|- =1. 5600800,  log«»-— -^=i-665i  100, 


</«< 


</«» 


«t*-gr^=i *5786049,  =1.5966058,  «t»  ^^—=1.6099468, 


« * -ri-=  1 .6433340  ; * • * ' 7' 

O** 


(•)  <0  <») 
logis  = o.6393o58,  log  =0.5031767,’  Irtgij  = o.3i85o8o; 

• . “ , * 

(»)  ■■  C4)'  <l) 

bs  =0.1104955,  ii  ^9.8943606,  =9* 

a ■ . . « 


Î1 


C'* 


*3*^  = 9.4371619,  bT  — 9.0008490, 

ft  4» 


.<•) 


i.s  ■ fc*  8;9^i54ff> 

’lÿ'-s  8.731^^;*  ^ 

^ ^ in  f>'}  . *■  40. 

,0  = ,-s  ,u-v-i^= 

«tt.3  ,) 

*og  * =0.9034145,  log  « s=o.9ig6o4<^,'log  • = 6.^0731, 


* 


'k-  V»'.  H*  *v  . 


P 


3?4 


. THÉORIE  " AJfÂLTnQÜB  ^ 


0>  ‘ ' V, 

dbV  ■ ■ 


(5) 

db\ 


’■  A. 


~~dtT  * ~d^  =o-474^®8^» 


(6) 

db3 


mT  ■ ' 


(*)  V, 

dbs  ' 


3060383,  ^ « •^^c=.o.i3i5g4i> ,:  =9.9308850 


d*i','^ 


«*  •45S85o4»  =!  ; 4^427,  lo'gd*  «g—*-  ‘ t=si.^44’^ 


10, 


(») 


s=i. 41*3391,  1.5488393,  <t»— ^-~a=1.3$935o5. 


da, 


='i . 14^*59.  «»-^^=:'i . 63^4963  ; 


...  • J 
» f' 


- 


(«) 


d>4’’ 


=a-»29o5Ü7,  logfits _^_=a.,a()',o87,  logA*  =3.1  i'^>4^)o. 


d»b 


<0 


d>6« 


* r 

/i 


=^_>o5i4>4.  “’-^~=»^o79577i,  ^3^03  3533^^ 


dei^ 


■ rf3*f  . ».  4 

*’-rf^=;-fe5490- 


■ *■ .. 
(O 


ir. 


d’où  l’on  a C6nclu 


. . ‘ Jupiter  ët  Ütdfius^ 

« = — = 0.37113980, 

*og  « — 9.43317733  5 


\ ' 


<%. 


.(«> 


log  A_  = 0.3089757, 


.0) 


log  b^^zài  9.4391303  — , 


et  par  suite  ' 


a 

y.  o'-..r, 


(•' 


(®)  OJ  (*) 

Jogi^  =0.3093807,  logij^  = g.44555i3,  logi^  = 8.755‘r'^8i, 

ï % a , ' 

0)  C4i  rtï  ^ 

b,_  =8.1098831,  bi  =7,4854333,  AV  = 6. 8731503, 

(6)  ' • - •>  .'*1 


. .Ai-,=  G.3^8754j  J a...,-..  • 

a V,  • ;i  • ■ ' ' ‘ 


’.'A: 


/' 
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log et  =8.9o36oa5,  lag«-,-^  =9.4704249»  ï°g  *—7;^  = 9*0702966, 


(«) 

db\ 


dbV 


(O  - 
db\  ■ 


dct 

aiV 


*’~~dâr — <*^^-=8.0952766,  *—^^  = 7*6209882, 


(®) 


(*•  0*0,  - iJ 


log rt»-^=8. 9747281,  log «*-^=8.7206193,  logit»-^  =9. 1253392, 
«*-^^=8.9207991  ; ' • 


• V: 


= -\'. 


Iog««-^=8.8447846,  8.7348045; 

. ,(o)  (.y  ^ 

logés  =0.3752946,  logés  =9.9725705,  Jogés^  =i9*49B5G6o,. 

O) 

*99^774  V„,<  v>.  — 'Ji.n.;  ,r,-  • 

1 **  * O 

Saturne  et  Uranus, 

« = ~ ='b.497ti9638, 

^-■*  ; ' T .0  . .■<  ■ T«i]L:tiî,  ..  ç-ir  <;*' '.;oi 

log  A = 9.69652803;'  ‘ ' 

OY  W 

:i‘^*  -ta  . il^ 

d OU  1 on  a conclu  î , 

<•)  ' O 

log  é_  _,  = o*3a749o3,  , . -^  '■ 

‘ - .•  '•  — . !.  r ■;  ■'  :J  (V-  i~  ■ - --  )t  voi 

. .<0 


log  é_  = 9.6824310 — , 


ensuite 


(O) 

log  éi 

a 


.0) 


= o.33i3i39,  logé^  = 9.74^19446,  logé', 

8.5787423,. 


(•>' 

7 


'2  = 8.938G898, 


,TO 

Os 


= 7.88806^1, 


"i. 

X 


7.5467277,  é, 


9.3^87163, 

8.2301934, 

7.1894903;. 
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db^  dbi_ 

log*  -^=9.5309837,  log* -^=9.8344534,  logrt  .^=9.6738518, 


C») 

dbV 


db^!^ 


db? 


du 

db\ 


=9.4546038,  * -^^=9. a 11 3386,  8.9550935, 


a — ;^=8 .691  a8o5, 

d*bT 


det 

(7) 

db/ 

<t  — =8.4»6o33o  ; 

d«L 

d'b^^ 


l0g«t*-^  =9.  7691040,  logA* -^^=9.6979070,  log«*-^  =9. 869053a, 

d^b^p  d'b^P  d*b^P 

«■— -i-=9.85a63aa,  **-3-^=9.75063 45,  =9.6016337  j 

da*  «*■  ««• 


d^bf 

**-^  =9.4313955  j 


d^b\ 


<o) 


d^b^P 


d^b^P 


log«3 -^-^=0.0340*73,  log« *--^-^=0.0708710,  =o.o638863. 


(»> 

d*hi 


d^b\*^ 


d^b^P 


«»-^^=o.  i65a8aa,  *»— j~=o.ao3i493,  **—^=0.1736498} 

<•)  . (0  C*> 

]og&3  = o.574>36î,  log&3  = 0.4061981,  logfcj  = 0.1848301, 

â ^ a 

(n  (O  (>) 

A3  ^ = 9.9405688,  b^  =9.6835549,  *3  =9.4185433, 

a s 


db% 


db^P 


db^P 


log  * — =o.6858a47,  log* =o.5563a47,  log* —^-=0.3911789, 
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CHAPITRE  XI. 


I ‘iit  ■ -1 


V f ,. 


:.,1  ■ :■ 


Expressions  nutnérîques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 


90.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suîvans’de  détermîner^ler'valeiirs' numm 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leurs  at- 
tractions mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitré  VIII  du  livre  II, 
nous  ayons  donné  rexpression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  gènre^qui  afTectent  chacun  des  élémens 
dès^orbité?  planétaires^;  nous  allons  mainlenant  ^ ré- 
duire , ces  %mules'  en"" nombres/  Pou  1;  cela ^il ; fâut 
d abord  calculer  les  yaleurs*^  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par,[«,û']  etc,,  . 

^9^  etc.  On  a d'abord  déterminé  les  Valeurs  de 

[a,  a'],  . au  moyen  des  formules' dii' ri*  65  du 

livre  II,  dans  lesquelles  on  a substitué',  à la>plâce 
de  (a,  a),  (a,  a!)',  leui^  valeurs  en  fonction  des 
quantités  - ont  été  calculées'  précé-* 

dèrioffiiiD^?^En< effet,  en  comparant  les^  développê- 

iip  MU /oa;  iiü -if  ■ î£ior 
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I (®)  ^0 

(a,  a)  = - a'b^  y , (a , a')'  = a'b^  y ; 


on  trouvera  ainsi 


3m*nx*h  I 


. > 


[a, «T  = — 

J 


4(1— ’ 

r (O  1 M ~i 

Zm'na.  I (i  + **)  i , -f ab  i I 

L — ^ 


a(i  — 


Lorsque  les  quantite's  [a,  a'']  et  j^a, seront  de- 
termine'es,  on  en  conclura  les  valeurs  de  \o! y â\  et 
[“ i moyen  des  e'quations  suivantes,  données 

n- 65  et  69,  livre  II, 

c.,  „'j,v  f^'].  ■ 


On  pourrait  d’ailleurs  calculer  directement  Jes 
quantités  [a,  a']  et  æ'J  par  les  formules  sui- 
vantes, n®‘  53  et  65,  livre  II, 


\_/7,  a J — — f «a  ^ j 

I a \ rfrt  2 </a»  / 


^aA(')  — û 


f/A(0  I t/>A(*) 
» — — 

(la  ^ da 


jiEn  substituant  à la  place  de  et  de  leurs 

différences  leurs  valeurs  eu  fonction  des  et 

de.  leurs  .différences , quantités  dont  nous  avons 
donné  les  expressions  .nurriériques'dans  le  chapitre 
précédent,  les. fonctions  [a,  a']  et  ^a,  a'j  se  trouve-^ 

ront  expriniées  au  moyen  de  quantités  connues. 

SI  dans  les  formules  du  ' n°  74  du  livre  II  on 
substituait  de  même  à la  place  de  (a,  a')  et  de  a')' 
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leui's  valeurs  précédentes,  on  expHniei^i  é^lem^nt 

les  quantités  Ça  y ctc^  y en  fonctioi^  de 

;,mais  il  est  . plus  simple^  pour  les  calculs 
nuraériqués,  d'exprîmet*  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  , etc.r  Én  Iriégligeatit  les  puissances 

2'  a 

des  .‘ekcenjtrkit^  Supérieures  à la  seconde,  oti  à,. 

, ‘ *>  ..  ' * ■ > ’ 

n*  74,  livre  II, 

^ "r.  , < ■*/■»  ,'i>  V-  ' •.  ? ■' 

* i/t  I <IF  dt  , 

-5-.  = - ane  -r-  — aa*«  • • . • 

î > , r J < . /»-'•)  P «fc,  ^da  ^ / ‘ /. 

\ f» 

On<a>  n«  ^S,  livre  U,-  , 

b 

ï.’  ( ^A(")  ./>  ,tir^A3C9)Y  " î ; iv  '’■/  » v ' v'»  ^ s 4 

La  fonction.  est  le  carré  de  l’iucli- 

naisQu  de  1 orbite  de  m' sur  ceilede  m ; ceUe  incUnaison 
est  cpnstante  lorsqu’on  ne  considère  ^|ue  Tactiom  mu- 
tuel^  de  ces  deux  planètes  : sa  ^variation , est  donc 
nulle  ,K. et  cette. fonction; ne  produit^  par  conséquent, 
dans  l’expression  de^s,^  qi;^  des' termes  .proportion'^ 
nels  au  temps  t,  que  l’on  peut  négliger  puisqidl4, 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l’ex- 
pres^ôn  de  la  loUgitnAe  moyènfne.  Bn  substituant 


.donc  pour  x’^Ijirrl^ups  valeurs  dans  on  aura, 


cOnUne  dans  le  H®:^4dli  livre  t!'; 


I 


■>  >,.«  I,  ' I '•  .T\j  '"  ■*  ■*  • ' A.  • 

5 (giif) tfi*  V*“; 'c®^ w • . F) 


- i 


.1-  > .i;  I (■ 
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' ËQ'suÿpos^t  ici  ' 


jt 


, I.  U 


da 


A 

<xa*  — -, f-7«*  —T Haa< 


.da 

• 

dMo) 


•d(^ 


, , , , , a»A<°)N  . 


da^,}\ 

i(P)\ 

dj^y 


r—~i\ 

(îii:i}«  =i, — r V 

(SZ).‘='-X-( 

(§2)j=-  ■^)- 

, A * . » ' - . 

Si  Tod  substitue  dans  ces  expressions  ^ à la  place 
de  A^*^,  ' Icuré  valeurs  n®  24  > elles 

se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  bV  '^^  bV 9 et 

de  leurs  différences  relatives  à a. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  préCédeiity  oii  a 
trouvé  les  résultats  suivans  y dans  lesquels  (1  + > 

etc;,-  sont  dés  coefllciens  indéterminés^ 
par  lesquels  on  a multiplié  réspèctiveitient  les  masses 
dé'  Mercurè,  Vénus,  etc.*,  que  nous  avons  adop- 
tées,' afin  de  pouvoir  corriger . immédiatement  ces 
résultats  à mesuré  que  leâ'observatibns  feront  con- 
nàltré  ^us  • exactenàent'  les  valeurs  des  masses  pla- 
nétaires. :w  ‘ ! ’ ' - • 


-J 


J f ■ 


[«.  ) »\9io335»^  ...  .[iZS  = ) 

[.,  .*]  = (I  + ^"  ) o",89i538,  r;7?1  ,=  (1  + ;."  ) o*, 4^.908, 

[a,  =:'(!  4.  ^f)  o‘'^o3yg84f  [ <i,  a*  j ='{1  ~hju")  u^oo88l4, 

[<»,.•»]  = (i  +;<■')  i",59S.iS3,|  ,;j  '¥  ®V*48|SJ, 

[a,  à»3  = (i  -f-  0",0770^, 

làyay]  =s  (f  oVofiSSà; 


a, 


s=  (i  -f  /«▼  ) O*  «03908, 


i*  I = (i  i-h  f*^‘)  O ,000045, 
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[y,  a] , = ( I + , o",5 479Ç)3  , 

= (I  4-  fl")  6",86oiia, 

= (i  4- A»*)  o",ioao48, 


la',  «"] 


a%  a" 


’(ii4-'A^-)4",i8a773,' 


[y,  a*»] 

[«',  ‘ 

[a'.  «▼]  = (i  -f.  fxy)  o",Tg836o, 

[«',  a’"]  = (i  4*  o”>^474®» 


[“I 


= (i  *4-  fc)  o",io35o6, 
= (i  4-  A*')  5*,  174037, 


[a\  a] 

[«',  «'] 

[a«,  = Ci4-A^)o",a98àa8,‘ 

K,a'Ti  ' ="(i  4-a»‘07V34655, 

‘ T 

[a",  ar]  = (i  ^T)  o^3a5649, 

= (i  4-a*’")  o^'>®77>3,  ' ''  \a",aJ* 

f L — ■ 

‘ , î , J ' . 

U*  .«D>  = (1  4-  ^A«)  oVi9797,^^",~-  a\ 

y]  ; 

a"] 

[y^a«v] 

w' 

. # 

[g*  gv.] 


[a-,  a'] 

fy»"’'*  1 

■ - , 

[g",  g] 

g’,  y 

y* 

Ça",  g»  1 

1 

• ' f,  s' 

< 

P’  “] 

= (I  y.46897»,  ^ % RTÿl  ^ 

“ i‘*f8i7ai8,-dLTjl  r<»*^,g"  itT 

= 0 4-^")i4'î,59i3a4,t  < fy^,  g»y  j 

= (*  + A*’) «^^«**6*9736,  i • ^fg*,  g*1 
=,  (l  4-A*^‘)<>V*4®^5,  re  ^ rfg*^,  gy«~| 


la' y,  g] 
[g»v,  g^ 

y] 

'■g■^g▼] 

-tï'Tig»'] 


(i  H-  A»)  o",oooa4o,  [g*^,  g]  ! 

(t  -h  f/)  o*,i>o4o9i,  [«nzz]  • 

(i  4*  A*")  o*,oo9ta3,  [a' y,  a"'\  ■. 

O4-a*“0  o",oo3io5,  GiULüTl  ■ 

(1  + i**)  7",367a8o,  fa«%  gy“{ 

(ï +A»’0  o*,ïo5aoa,  [Ü^lï!]' 


38 1 

= (>  4*  A*)  o",a87865, 
= (i  4-  A«")  5",7iigoo,' 
= (i  -f-  ft";  o",o587I7, 
= (i  +A<‘')o",7a5377, 

!(■''' U 

= (H-  A*")  o",  0 18788, 
— (i  4- A‘^')o">^ooaa4, 

■ -V  >:  ^• 

= (i  4-  A*)  <>">049099» 
= (i  4-  A^O  4">3o8oa7, 
= (*  +A*“9  o*,aag3a6, 
= («  ~h  A*‘^)i'»6837g8, 

( . -T':,'!  f i«-  f 

= (i  4-  f**)  o",o4a58o, 
. ' 

= 0+MjO  ®*»®oo5o4. 

/i. 

==  (i  4-  A*)  o",oo6a35, 
s=  (i  4*  a0^o"»î»6985i; 
= (i  4-  A*")  V',39736g; 
= (i‘ 4»a*‘0  5*,a84ago, 
= C»  4, A*’)  o-,ia5346, 

= (i  ~h/*V)  o*,ooi45i , 

= (i  4-  A*)  o",ooooaa, 
= (i  4*  A*0  o", 000709, 
= (î  4-  A*^0  o'',ooai8a, 
= (1  4- A*®)  o",oona5, 
= (i4-A«‘04",8i5454, 
(1  4 “^0  o*,o353ig, 
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38a 

£«v,  a]  = (î  4-  /m)  o", 000029, 

[a^  a']  = (i  4-  (*')  o",noo/j77, 

a"]  = (1  4-/w'0  o">00’«39, 

[fl'-,  a'‘']  — (i  o",ooo33o, 

ln\  = (i  +/^‘t)i8",ï29I29, 

• æ'  '3  “ 0^^,386656, 

[fl»',  a]  = (i  4.  /u)  o", 000002, 
[a'«,  a']  ==  (i4-  i«0  o",ooooîi, 
[a'-',  a"]  = (i  -h/x")  o", 000069, 

[a'»,  a® J = (i  4-ft“0  o''»oooo28, 
[a'*,a«'^]  = (i4-/u«^)  o",93i3o5, 
[a”,  av]  = (i4-/<’^)  1", 390990, 


[av,  a\ 

= (l  -f-  /m)  o",O0OOOÏ, 

[««,  n'J 

= (i  4-  ft')  ,000045, 

1“'-  “"1 

— (*“♦'  f*")  o",oooi36. 

= (l  4-/*'")  O*,OQ0O^, 

= (i4-iu*-)ii",849695. 

= (l4/*’'0  0",23224i, 

r«'«,  aj 

= (i  + f<)  o",oooooo. 

a'  I 

— (t  ~f"'  i«0  o'',ooo(ïoo. 

«"I 

~ o",Ô0OOOI, 

[a'  i^  j 

— (*  o“»ooooo3. 

frtV‘,rt«V  j 

=,  (i  4-yu*’')  o",3i266iÿ 

r«v«,  «v| 

= (i  4-  /2V)  o",835482. 

91.  A l’aide  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II,  on  a obtenu  les  résultats  sui- 

vans,  dans  lesquels  ■£  repre'sente  le  mouvement  si- 


de'ral  en  longitude  du  périhe'lie  à Tepoque  de  1800 

t 7 

et  pendant  une  année  julienne  de  565^,25;  ^ est  la 
variation  de  l’excentricité  à la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle;  — est  la  variation  an- 
nuelle de  l’inclinaison  de  l’orbite  à l’écliptique  fixe 
de  1800,  ^ la  variation  annuelle  de  cette  même 

inclinaison  a 1 écliptique  vraie  ; est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l’orbite  sur 
1 écliptique  fixe  de  1800,  et  ^ le  mouvement  an- 

nuel  et  sidéral  du  même  nœud  sur  l’écliptique  vraie. 
Enfin , comme  nous  l’avons  dit,  fjtJ^  etc.,  repré- 


« 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires^  ces  coefEciens  devant 
être  supposés  égaux  à zéro  jusqu’à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 


f • » 


Mercure, 


dm 

dt 

de 

dt 

d<p 

dt 

dt 

dt 

dt 

.■  = »i 


dt 

dt 

dt 

dt 

iù 

dt 


= -f»  ^“,874008^' .4-  o",a5747if*"  4*  o",oa88i4iu* 

4-  i",5795i8;(x*^H- o",o76o37/^t  4-  o",ooi853/u’‘, 

= o",ooG3a7  4-  o",oio/^i’j//  4-  «"jOoSoaS/u"  — o",ooo8o5/u* 

— o",oo637I^*»4*  o",oooo56/«''  4-  o*',oooooa/*»* , 

= — o",ii55a8  — o",o83394/k'  — o",oooo3%u'  — o*,oa9oa(^‘» 

— o",oo3o65f»^  — o",ooooiift»*, 

= — — i",68ia7:^'  — i*',oaa435/u"  — o",oao69qtt*' 

— i*,4i36a3fi*^ — o",o66g34u»  — o",ooi67i^v% 

= 4-  o*’i*74?77  o",o64865ju'  4"  o‘',ooo3og^"'4-  o",o98978/u‘^ 

4- o",oo9889f4T  4- o",oooo36^»', 

= — 6", 686635  — o'',io35o6/«  — 3*,8663ig^'  — o",a88868/*'' 

« 4 t 

— o",o984a8ju^— a",a  1 4 1 3g^*  o®,  1 1 »948/t«^  — o‘',ooa4a7A*’^  * . 

• • ' 

. . . . - Vénus  , 

i ’ 

= — i", 95617a  — 4”>o*o954a*  5*, 397788/M"  4-  o",834a8a/M* 

‘ 4-  6",544997A»'^4*o",o79738/m»  4-  o",oo3554/u>* , 

= — o",ia35Gg  — o",o4273a/M  — o",o47oi4/m"  — o^ooaiggyM* 

— o",o3og5gjM*^.î^",ooo67a/M^  4-  o",ooooo7/u^», 

= — o",o»5468  4-  o",oa66o7/M  4-  o", 001478^*  — o",o38349/m‘» 
# 

^ •—  o",oo5ao6ÿM^  4"  o",ooooo3/u'^*, 

= — 9"^3ig5o.4>  o",364795/m  — ■ 6*, 860113/»"  — o",o5a833/M* 

— a",698iai/M*»— o",o8aoi8/u»  — o",oo366i/*’'*, 

= 4«  o", 047106  4*  o",oao46o/*  — o",ooa84i/»T  4*  o",oa6ï47ft'’ 
i 4“  o",  00334 1/*’*—  o",oooooi/M»*, 
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— i7",5a7a9o  •+•  o'',I770o6/m  — 5", 174037/*'  — 6",86oua/*" 

— o",i96657/*“' — 5",i95o33/«*^ — o*',a73oi8/*^ 

. — o", 005419/*»*. 

La  Terre. 

Il", 174815  — o",4385i3/«  + 3", 64540a/*'  -f-  o",8t6Çi I/*.* , 
-t-  6",898oi4/**»-f-  o", 18609g/*»  + o",oo7aoa/«»*, 

— - o",ogo338  — o",oo4a86/*  •+.  o", 014419/“^  — o", 019048/** 

— o",o8ioi4/«*» — o*,ooo4agyu»  -f-  o*,ooooaafi»*. 

. Mars, 

1 5", 534561  -f*  o",oaa645/*  + o", 48713a/*'  -f.  i",93aaoa/*'’ 

-f- 1 a", 463576/* •»'4-  o",66368i/*v -4-  o%oi53a5^»‘, 
-f-  o", 188466  •+•  o",ooia54/*  4-  o", 00074a/*'  -f-  o",oao96^" 

4-  o*,i59a38/*‘»4-  o",oo6a85/*»  — o*, 000018/*»* 

— o", 095346  4-  o",oooo87/t  — o",oio56if*'  — o*,a58o5a/*‘» 

— o", 024637/*»  o",oooo83/*<»* 

— 9", 651975  4-  o",o56o54/*  -+-  o",3o4B3o//  i", 817018/*" 

— 7‘',933io4/**»—  o", 05347g/*»  — o",oo9o38/*»*  , 

— o", 019905  — o", 000367/*  4-  o",ia6oao/*'  — o",i3364o/*‘» 

— o",oii897/*y, — o",  000039/*»*, 

~aa", 291408  — o",34o5o3/*  — 8", 032278/*'  — i", 817018^" 

— o", 098028/**  — ii*,i43io4/*'» — o", 448049/*» 

— o*',oTig88/*»‘. 

JUfpiter,  . . 

6'',35a56o  4^  o"iOooi97/*  4-  o",oo4ï38/*'  4*  o",oo9ioi/*" 
4-  o",ooi4o5/**  4-  6",2oiooo/*'»4-  o",i365i9/*»* 
o",?65io5  — o",ooooo4/«  .4-  o", 00000^'  4-  0", 0000 37/*" 

— o", 00006^*  4-  o*',o64494/<^  4-  o", 000660/**» 

. — o",o74i33  4-  o‘',ooooo3/*  I < 4- .0", 000097/*'  + o", 000077/** 

o", 07494®/*^  + 0", 000610/*»*, 
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d*"' 

dt 


6",  177646  *4-  o",ooo543/w  •+•  o", 00559^'  —if  o",oo9ia3/**' 

— o",ooo34»/M“'-+*,6",a3oa67/«» — o",o4ga94u''*, 

~ — o^jiioSoS  — o",oioo34ft  — o",iaa4i9yu'  — o‘',oo7a87fi* 

— o*,07i6a8ftv4-  o*,ooo56£^^*, 

= -i3'', 64148a  -h  o‘',336i5o;m  - Va*,a44o6i;u'  — o",oogia3yu* 

— o‘',a656a5/M''-fr'5",6a9a3o/*^«i^,o",o53398/<V* 

Saturne. 


n;jj 


I 


I < « 


, : 

= 16,01793a  -h  o',ooooa4ft  -jr 

-h  o"  000379^'' 5", 66791  o",34778^/“’‘» 

—rr  = — o*,64oa59  — o",oooooojm  -4-  o*,oooooo/u'  H-  o*,oooooo/u" 

’»  "i  ^ ^ ^ nnl  ^ T 

' ^ ~ O ,ooooo6fi*  — O ,65o856/u*»+  o*,oio6ô3fc^*, 

dp'f 

^ .=  4-  o",  100463  -f-  o"jOoooo3/k  o^Doopo^^f  j.j, 

* ' o"o97i5a/*«»-J-.o",oo3a8a^»‘,  y ,, 

âf  — — 9"»  >37009  4-  o", 000004^  4-  o", 00004  i/k'  — p,",ooio3aM‘'^^. 

— o",oooaa3/t**'—  8",84a369/M’'^ — o",a934a3/«Y*, 

•—  o''J^ai67'~  0*^0  n 60^  — o'’,'i84655/<'  ~ ô", 00867  S/m"? 
^"+o^o59454Âi'^4-  o^oo3a.6/,-^ 


— “i8",9oi3fe»^  — ‘ o",ii884îf^  — 5"f6v]g53ft  — o",ooio39/Mf' 

‘ — o*,o^38/(>— Ià",4459i8^*»—  o^3a5649u» 

. , Li/iü  lu  d",a95a85^''**i‘)  jtO  ‘ 

i \ h-  :.  0 ‘ TJranus't‘^  i)u 

+ a",4 16637  4-  o'',ooooo3jw  4-  o",oooo4i/u'  4-  o", 00008^"  ^ ; 

4*  o",oooo33yu*4-  1 ",337306/*»  »4-  i",i88o56/t»'' 

de'^  » , - ' ~ \ ™ 

— — o", 06 1983  — o",oooooo/c  — o", 000000/*'  — o",oooooo/*" 

4-  o",oooooo/*"'— ^ o",oo6o33/*»»—  o", 046943^»', 
^ o", 047361  4-  o", 000000/*  4i  o", 000000/*'  4-  o",oooooo/**' 

■iiîU  fit) 


. * - J — v»l  ■ • ^ l>r, 
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o",o3i«8a  — o",oo5777j«  -f-  o",oioio3jk'  — o",oo4o35|tt* 

) - ^ 1 o*,o6oî58//’'' — ©"jOagiSy/tA^, 

5ï'*— 33",ig;^95o  — o">8386a8f«  — ua",f>93g8i/M'  — o",oooo8gf*" 

— o*',64>33®/«* — lo"  ag7o65/A*’^+  i",a8i45ayu^ 

— o",oo77a3/u^‘. 

• Les  fbrtmiles  precedentes  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  déplacemens  de  Féclip- 
tique  ; pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéro,  il  a fallu  recourir  aux  formules  (9)  et  (10)  du 
n*  44  9 ^ivre  IL  On  a supposé  ainsi 


' =:  tang  sin  ed^ , q^'  = tang  (p"  cos  a''. 


et  Ton  a déterminé  les  différences  ^ par  les  for- 


mules fc)  du  n*  69  du  livre  IL  On  a trouvé  ainsi 
pour  répoqùe  de  1800  : 


= -f-  o",o64g6D  -f-  o",oo8838/a  -f-  o", 080017^1'  ^ o",oo63ga5^ 

— o",oa3648^*^-n  o", 006670/*^  -4-  o",oooo3ff«^*, 

= — 0^488566  — o"»oogi3ftK  — o",aç5ggi/u'  — o",oo7ioi// 

— o",i5g67^'T—  6 ,oi6563/a^  — ü",oooioo^t*. 


On  aura  ensuite,  en  prenant  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  Técliptique  de  1800 , et  en  nommant  t le 
nombre  d^années  juliennes  écoulées  depuis  cette 

P dt  ^ i.a  rf/*  * 


époque , 


e dY 

1*2 


On  pourra  ne  considérer  que  la  première  puis- 
sance du  temps  dans  ces  formules  tant  que  t ne 
dépassera  pas  5oo , et  Ton  pourra  rejeter  toutes  les 


—r  — cjSm  4 *; 


- ’.lw»  ^ I 
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puissances  supérieures  à la  seconde  lorsque  t sera 
moindre  que  1200;  on  le  fait  même  relativement 
aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient 
parvenues,  à cause  de  leur  imperfection.  et  ÿ' 
étant  déterminés , on  en  déduira  (p"  et  a"  au  moyen 
des  équations  précédentes , et  Ton  aura , par  con- 
séquent, la  position  de  l’écliptique  vraie  par  rap- 
port à l’écliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités //'  et  q^'  s’appliquerait  également  aux  varia- 
tions de  l’excentricité  et  du  périhélie  de  l’orbe 
terrestre , et  à celles  des  élémens  des  autres  pla- 
nètes. Les  formules  précédentes  suffisent  donc , 
comme  on  l’a  dit  n°  6 | , livre  II,  aux  besoins  actuels 
de  l’Astronomie  ; mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science  et  le  désir  de  compléter  sur  ce  point  la 
théorie , exigeaient  qu’on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  des 
formules  qui  pussent  embrasser  à la  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  à venir.  Pour  cela , il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n®*  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous“avons  vu  que  c’était  en  effet 
le  seul  moyen  de  résoudre  d’une  manière  rigou- 
reuse l’importante  question  de  sa  stabilité.  Les 
masses  des  planètes  et  les  élémens  de  leurs  orbites 
sont  aujourd’hui  assez  bien  connus  pour  pei'mettre 
celte  application  ; mais  les  calculs  qu’elle  exige  lors- 
que l’on  considère  à la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d’une  excessive  longueur  : M.  Eugène 
Bouvard  a bien  voulu  m’aider  dans  ce  pénible  travail, 
et  voici  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu.  I 

a5,. 
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Au. moyen  clés  valeurs  données  n®  go,  et  des 
/orrnûlés' (ç)  du  n°  64 , livre  II , on  a formé  les 
sept  équations  suivantes  : • ‘ 

(h—  5",5o39a)M  +ï'',87oogM'-4-  o", 4aa9ïM"-f-o'', 00881  M'*'-4'0",i48i6M*»\ 

+ o*',oo39iM'^-f-»*,oooo5M'"=  O,  *■ 

(A— iï",796oa)M'  -H>",a8787M -f-  5",7ii9oM''-f“o'',o587aM“'-H>",7a538M*»  I 

4-  o",oi879M''-f'o",oooaaM’^*=  o,  I 

(A— ia",9438i)M"  -fo",o49ioM  + 4",3o8o3M'-f.<A^a933M»+t",68a8oM' J 

4-  o",o4a581VI''4-o",ooo5oM’^*=  O,  I 

(A— i7",D4i(>9)M"'4-o",oona4M  4>  o",a69S5>r4-i‘',39737M"4-5",a84a(jM-4 

4- o",ia535M''4-o‘',ooi45M»*=  o, 

(A—  7",489o5)M*’'4-o",ooooaM4-  o",ooo7iM'4-o",ooai8M"4-o‘',ooM3M"'l 

4-  4",8»545Mv4-o",o353aMv'=  o,  1 

(A — i8'',493C6)M''  4“o",oooooM  4-  o",oooo5M'  4-o'',oooi4M"4-o"  ,00007  M*  ■ 

4-n",8497oM'''4-o",a3aa4M»‘=o,  1 

(h — a",3aa46)î^'^'+o",oooooM  4-  o",oooooM' 4-o",oooooM"4-o", 00000 M*  I 

4-  o",3ia6GM'»4-o",83548M»=o.  '•  / 

On  a éliminé  de  ces  équations,  par  les  procédés 
ordinaires , les  coefïiciens  indéterminés  M , M' , 

M",  etc.,  et  Ton  est  parvenu  à Téquation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

o,ooi53A7  — o,36i88A«  4-  33,9a3i9A*—  i6o5,3584oA<  -h  40879, i4055A<  » 

— 558i86,4ooooA» 4- 378560 i,7888oA  — 9837548,88888380.  j (^) 

On  a résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d’ap- 
proximation connues;  et  en  nommant  h,,  etc., 
ses  racines,  on  a trouvé  • 

ho  — 3",7oCS6,  A4  = i8",4890o, 

ht  = aa,a6oo7.  A,  = i7,ii53a,  ' •’ 

A,  =:  7,68095,  Afl  = a,a5464* 

A,  = 5,379ac, 

Au  moyen  des  sept  équations  {a) , on  peut  ex- 
primer chacune  des  indéterminées  M,  M',  M",  etc. 


9 
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en  fonction  de  Tune  quelconqùe» d’entre  elles  et  de 
l’inconnue  h;  il  y a meme  une  équation  de  plus 
qu’il  n’est  nécessaire  pour  effectuer  l’élimination , et 
l’on  en  profitera  pour  ^î|ïrtêr  celles  de  ces  équa- 
tions dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits  ; les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d’autant 
plus  exactes , qu’ils  résultent  de  plus  grands  nom- 
bres. Mais  ce  qu’on  doit  surtout  éviter,  pour  ne  pas 
parvenir  à des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peudif- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
l’élimination  j en  substituant  ensuite  pour  h les  va- 
leurs précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
différens  de  quantités  M,  M',  M’^,  etc.  On  a trouvé 
ainsi  : 


/l 

M 

, M' 

M" 

M«» 

M» 

M»* 

h. 

1,36727^1* 

o,864oaM'^ 

o,863<)6M* 

3,3io4GM* 

I ,83338M*’^ 
' 0 

i,C>o978M* 

h. 

0,01 199M* 

— o,o835iM* 

t 

o,»7762M* 

o,q8598M* 

3,  iSogSM* 

0,14469^^ 

h. 

— 7,^9233IM* 

6,8738iM* 

5,54863^^ 

— o.oaSioM* 
^ 1 

— o,o3667lVl^ 

o,o3o33M** 

h. 

io8,(;o3IVl* 

g.gooaoM* 

6,3i493M* 

— OjîooaSM* 

— o,o8859M^ 

0,  io36iM* 

h, 

— OjOOo^fiM* 

o,oiao8M* 

— o,ooa581M* 

ÊÊt 

— o,o43o9M^ 

-4,588S41sr 

i,63o59M* 

hi 

o,oi348M* 

— OjOgeGgMj 

— o,ooi65M, 

OjOgSgSM* 

Ht 

o,75a8oM  J 

— o,35i3iM* 

ht 

o,6ai44Mg 

o,70766M* 

o,73i67Mg 

3,6ü393M* 

3,5i746M* 

43,48o3M* 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  M*',  M",  etc.,  et  les  sept  constantes  /,  , 

Z,,  etc. , que  renferment  les  valeurs  complètes  de  ^ , 
l?',  etc.,  Cy  c',  etc.,  n°64,  livre  II.  Pour  cela,  conformé- 
ment à ce  que  nous  avons  dit  numéro  cité,  on  a 


m/m 
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calcule,  d’après  les  ëlcmens  des  orbites  planétaires 
rapportés  n®  90 , pour  chacune  des  sept  planètes  prin* 
cipales  les  quantités 

* = é sîn  ai,  b' = e'  sîn  etc. , c^'e  coj  » , c'  = e'  cos  a»',  etc. , ' 


relatives  a 1 année  j8oo,  que  l’on  a choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite  ^ =z=  0 dans  les  ex- 
pressions de  b,  b',  etc.,  c,  c\  etc. , n®  64,  livre  II 


les  quatorze  inconnues  M^,  M,|,  etc.,  Z, 
quatorze  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  d. 
On  à trouvé  ainsi  : 

1 

- / = 0,018007, 

/o  = ago  9' 56", 

= 0,009210, 

/,  = 191.47.55, 

= — 0,017048, 

la  = 3o.5o.35, 

(g 

= — o,ooo5o7. 

h — 205.43. i3. 

= — 0,011343, 

li  = a83.a3.i5, 

M*  = 0,074337, 

h = 69. 27.32, 

= 0,000737, 

II 

• 

Si  l’on  substitue  maintenant  à la  place  de  Mô', 
Mr,  etc. , leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  on 
aura  celles  des  quantités  Mo,  M,,  etc.>  M'o,  M'  etc. 


On  trouve  ainsi  : 

M*  = 

0,022820, 

m'  = o,oi5558, 

= o,oi5558. 

M,  = 

0,000110, 

= — 0,000769, 

— o,ooi636. 

-M.  = 

0,127732, 

■ 0,117171, 

m"  = — 0,094596, 

M3  =*=  — 

o,o55o94, 

IVY  =;  0,Oo5o22, 

W,  = — o,oo3ao4. 

M4  s± 

0,000000, 

fc=  — 0,000137, 

JYI^  = 0,0000319, 

•Ms  =; 

0,001002, 

m'  =S  — . 0,0071883 

• ='.r-  o,oooia3,‘ 

M*  ïc 

b,ooo456, 

'Mg  =s  o,ooo5a2»- 

1^// 

• I * iO,éoci539j 
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3g« 

M*’ 

O 

o,o4i6o6, 

M’'  =5  «,o3a833, 

0 

M’* 

• 

— — ’ 

0,018988, 

M”' 

I 

— 

— 0,009081, 

Mj  = o,ot»8838. 

M’* 

f 

=: 

o,poi333. 

K 

■ — 

0,0004^8, 

= 0,000454, 

» 

o,ooo5i7. 

m;' 

= 

o,oooo5i , 

M*  = 0,000045, 

m;- 

= — 

o,<xjoo53. 

M" 

= 

0,000489, 

M’  = o,o5ao5o, 

m;- 

— — 

0,018495, 

M)' 

= 

0,0071.35, 

Mj  = 0,055961, 

K 

= — 

o,oiGio8, 

m;' 

=: 

0,001919, 

Mg  = o,ooi856, 

K' 

— 

o,o3ao5a. 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  cons- 
tantes qui  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  b,  c , c\  etc. , et  Ton  pourra,  par 
conséquent,  déterminer  les  valeurs  de  ces  quantités 
pour  un  temps  quelconque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d’opérations  dont  nous 
venons  d’indiquer  la  marche,  i®.  que  les  racines  de 
l’équation  {h)  sont  toutes  reelles  et  inégales,  a®,  que 
les  coefficiens  Mo , M, , , etc. , sont  tous  de  très 

petites  quantités  du  même  ordre  que  les  excentricités 
des  orbites  planétaires  à l’époque  de  j8oo , conditions 
nécessaires  et  également  indispensables,  pour  que 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fassent  qu’osciller 
autour  d’un  état  moyen  d’ellipticité  qu’aucune  d’elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet , la  première  condition  étant  remplie , les 
sommes  etc.,  de  chacun  des  systèmes, 

de  quantités  Mo,  M, , M.,  etc.,  prises  avec  le  même 
signe,  sont  des  limites  que  les  excentricités  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre,  n®65,. 
livre  II;  on  aura  donc  dans  tous  les  siècles  : 

^ t 
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e <o,ao7ai6,  c' < o,i46366,  c"  < o, ii5685,  e* < o, i3i i8g, 

c 0, 1*60709 , c'^<;  0,172037,  e^'c^  0,107546. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu’on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  üranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  à très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourd’hui. 

Si  l’on  compare  les  résultats  précédens  à ceux 
qu’avait  obtenus  Lagrange  {Mémoires  de  Berlin  y 
1782),  en  séparant  Fensemble  de  toutes  les  pls^pètes 
en  deux  systèmes  différens,  l’un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  üranus,  l’autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars , ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s’accordent  sufbsamment  bien 
entre  eux , malgré  les  changemens  qu’ont  subis  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange  ; ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu’on 
pourrait  introduire  dans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n’altéreront  pas  d’une  manière  sensible  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  sommes  parvenus,  et  que  les 
calculs  précédens,  comme  nous  Tavons  dit  n®  56, 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitéés  de  la  même ‘manière. 

En  supposant  dans  les  équations  (c)  n®  69,  livre  II, 

/>  = IN*  H\n(gt  + ^0) » = N'  sin  (jçt  4.  ^ , p"=z=  sin  (jÇf  -f-  /* .) , etc. , 

^ co8(gt  +V'o),  V=  f >)>  7"=N"co»(^£  •+•  1*2),  ett>,  ‘ 
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et  en  substituant  à la  place  des  quantités  représen- 
tées par  [a,  ti'],  [a,  etc. , leurs  valeurs,  on  a 
formé  d’abord  les  sept  équations  suivantes  ; 


(ÿH-  5",5o3()a)N  — a",9io34N'  — o",89i54N"  — o",oa798N" 

— 'l'.SgSiSN'^ — o",o77o6N^  — o",ooi85N*’'j  ’ 

(^+»i'',796oa)W'  — o",^4;99N"  — f)",8GonN"  - o",io7oGTN*'  ) 

— 4^',i8a77N'^—  o",ig836N^  — ü",uo474N’*/ 

0?-+.ia",9438i)N"  — o'^lo35IN  — 5^I74o4N'  — o^a98a31N‘»  \ 
y.  7",o3466N«»—  o%3a5(î5N»—  o",oo77aN’« 

(iÇ-f-i7",54i6g)N* — o'',oiq8oN  — o",4G8o8N'  — j",8i7aaN"  \ 

— i4",59i3aK'v-  o",6a974N»—  o",oi463Nv> 

7”»4®9°5)N'^ — o",oooa4N  — o",oo4o9N'  — 0^,0091 3N"  > 

— o>o3iiN"—  7",367a8N»—  o",io5aoN»*  l~° 

(^+i8",49366)N’'  — o",oooo3N  — o",ooo48N'  — o",ooio3N"  "l 

— o",ooo33N*'— i8",ia9i3N‘^~  o",38CG6N’*f“° 

(jç-f-  a",3aa46)N*’'—  o*,oooooN  — o",oooo4N'  — o^.oooogN" 

— o",oooo3N"' — o",93i3iN'^ — i",3(}099N’'  / 

Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N',  N"  etc.,  entre  elles,  et  si  Ton  éli- 
mine toutes  ces  quantités,  on  aura  une  équation  fi- 
nale qui  ne  contiendra  que  Tinconnue  g. 

Mais  d’abord  on  doit  observer  que  les  facteui*s 
numériques  qui  multiplient  N dans  la  première  des 
équations  précédentes , N'  dans  la  seconde , et  ainsi 
de  suite , étant  égaux  respectivement  à la  somme  de 
tous  les  autres  coefBciens  de  la  même  équation , on 
satisfera  à ces  équations  en  faisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N"  etc. , égales  entre  elles,  ce  qui  donne 
g = o.  Il  suit  de  là,  par  conséquent  que  Tune  des 
racines  de  l’équation  du  septième  degré  qui  résultera 
de  l’élimination  des  quantités  N,  N'  etc. , étant  égale 
^ zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s’abaisser 
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au  sixième  degré.  £a  suivant  en  effet  les  procédés 

ordinaires 9 on  est  parvenu  à lequation  suivante. 


o,oii9Îÿ« 


-f-  a, 83179^*  -f-  a55,3o485^<  io955,a58i5^3 

-h  a3oo95,i84i5^* -f-  aa  a6 1 3 1,9121^+ 7679628, 8 1 3a  i 


En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d’ap- 
prôximatîon^  on  a trouvé  pour  g les  six  valeurs  sui- 
' vantes , 


g = — 25", 81967,  — 7*,o6921, 

g.  = — 18,98137,  gi  = — 4,88242  , 

g}  = — 17,60664,  ge=  — 2,49896. 

Comme  ces  valeurs,  et  par  conséquent  les  racines  de 
réquation  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  eu 
résulte  n°  6g,  livre  II,  que  les  expressions  des  va- 
riables p,  p' y etc.,  ç,  q\  etc.,  seront  composées 
d’une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  différens; 
mais  quelles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  l’on  substitue  successivement  à la  place  de  g les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  (c?)  on 
formera  six  systèmes  d’équations  au  moyen  desquel- 
les on  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N'  etc.,  à l’une  quelconque  d’entre  elles, 
relativement  à chacune  des  valeurs  de  g qu’on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n’exige  que 
six  équations  dans  chaque  système , on  pourra  choi- 
sir .celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a trouvé  ainsi: 


( 
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S 

N 

N' 

W' 

N'*' 

K«v 

TSr 

s « 

— 0,33285^'^* 

' i 

- o,i3G48Ny 

— 3,66295^1' 

— 11,05732^1' 

4-7,400091X1' 

-i8,4273.NI‘ 

A'. 

— o,S898iNy 

-4-  5,77498]\y 

— 5,2o4i7Ny 

4-  6,o44o41N'I' 

— o,2i835iS’' 

4-  o,oi978iN'y 

.Ai 

-h  o,o3i93Ny 

— 0.17719^3’ 

4-0,1  i647Ny 

4-  i,76o75Ny 

— o,o2o6u]Ny 

4-  o,oi4o4Ny 

A4 

— 34,i7oi3N^' 

4-13,68192^’' 

4-i,59r53N’‘ 

4-  2,6i583N’‘ 

— o,o3i3j]Ny 

— OjOiGoGN” 

A5 

— 84,2075oNJ' 

— 9>28977NJ’ 

— 6,5345iNy 

- i,4G3o81Ny 

— o,o436gN’  ' 

— o,o29751Xy 

A6 

— o,24i35Ny 

— o,i5777T\y 

— o,i4356]Vy 

— o,io9i3Ny 

— o,o867oNy 

- o,o7398TSy 

En  joignant  aux  valeurs  precedentes  celles  de 
N = N'=  N’*,  etc. , qui  se  rapportent  au  cas  ou 

g=o,  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (<f) 
du  n®  69,  livre  II,  il  ne  restera  plus  d’indéterminées 
dans  ces  équations,  que  les  sept  quantités  N]^‘, 

etc.,  et  les  sept  arbitraires  V etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l’intégration. 

On  les  déterminera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p,  ç,  p',  q'  etc.,  par  leurs  va- 
leurs relatives  à l’époque  de  1 800 , et  en  y supposant 
^ = 0;  on  a trouvé  ainsi, 

JJyt  ^ 0,0391776,  /o  = 


Ny  s=  o,ooi355i, 
= 0,0088769, 
Nj'  = o,oii3329, 
Wy  = o,ooo56i6, 

Ny  = 0,0035001, 

N^*  = 0,0173890, 


l,  ='3oG.  9.52, 
/a  = 73.io.3i, 
h = 70-39*  7» 
= 6i.oo.5i, 
li  = 373.45.31, 
Ib  s:  3o5.  7.61. 


En  multipliant  ces  valeurs  de  Ny,  Ni'  etc.,  par 
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lés  coefficiéns'  qui  Jeur  correspondent  dans  le  tableau 
précédent,  on  a trouvé. 


N 

= 0,0291776, 

N' 

= 0,0291776, 

K" 

= 0,0291776, 

N. 

=—0,0004379, 

N' 

1 

= — 0,0001845, 

N" 

1 

= — 0,0044219, 

N. 

=—0,0078979, 

N' 

= +o,o5i2584. 

N" 

1 

= — 0,0461920, 

Nî 

=+0,0003619, 

K 

= — 0,0020081, 

n; 

= + 0,0013199, 

N< 

=—0,0191895, 

= + 0,0076835, 

n: 

= + 0,0066096, 

Ns 

= — 0,1234255, 

K 

= — 0,0237846, 

K 

= — o,oi673o3i. 

Nô 

=—0,0041728, 

K 

= — 0,0027276, 

K 

= — 0,0024821  i 

N- 

= 0,0291776, 

Kiv 

= 0,0291776, 

N’ 

= 0,0291776, 

N" 

< 

= — 0,0149845, 

N‘^ 

t 

= + 0,0100291, 

N'' 

1 

=—0,0249719, 

W 

N 

= + 0,0536467, 

N*'' 

% 

= — 0,0001938, 

N’' 

% 

= + 0,0001756, 

K 

=+0,0199554, 

K 

= — 0,0002337, 

K 

= + 0,0001691, 

= + o,ooi485q. 

K 

= — 0,0000176, 

= —0,0000090, 

= — 0,0037459, 

n;' 

= — 0,0001119, 

K 

=5: — 0,0000762, 

= — 0,0018867, 

K 

= — 0,0014997, 

K 

=—0,0012791. 

En  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  n®  65,  livre  II,  relativement  aux  excentricités,  on  en 
conclut  que  la  somme  de  tous  les  coefïiciens  N , N', 
N^'  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc., 

tang  ^ ^ 0,1846633,  lang  < o,ii68a5i,  lang  < o,ioC8338, 

0, 1248832,  tang  o,o4 12638,  tang  < o,o55848g, 

tang^^<4^ 0,071 1826,  •.  J •> 
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et  par  conséquent 

^ < I O»  i?'  45",  • V < 6°  3<y  48" , V'  < 5' 53",  o*  < 7°  7 1'  6", 
aOa/46",‘  ^-<3011'/^^,  ^'^‘<4®4M9"« 

Ainsi  donc;  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu'éprouvent,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes  plané- 
taires, leurs  inclinaisons  au  plan  de  l’écliptique  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
10®,  il  s’ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou- 
jours renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste, 
dont  la  largeur  sera  à peu  près  celle  du  zodiaque , et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
l’est  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  l’on  substitue  les  valeurs  précédentes , ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à la  place 
des  quantités  quelles  représentent  dans  les  équations 
générales  (d)  des  n®‘  64  et  6g,  du  livre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies,  des  in- 
clinaisons et  des  nœuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d’années  juliennes,  soit  à 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à celte  époque  , 
en  supposant  t négatif.  Mais  dans  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à partir  de  l’é- 
quinoxe fixe  de  1800;  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  de  Téquinoxe 
vrai,  il  faudra  les  augmenter  de  la  précession 
des  équinoxes  pendant 'riutei'valle  écoulé  depuis  l’é- 
quinoxe. de  > 1800  ; ce  qui  revient  ’à  augmenter  de 
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5o'',2255o  les  valeurs  de  tous  les>coefficiens  h f 
etc.  , gf  gi,  g»y  etc.,  qui  multiplient  t sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  (^).  En  faisant  donc  ge'néraîe- 
ment  k = 5o^',2255o  + h,  /'=  5o",2255o  -j-  g,  ce 
qui  donne  • 

••  *0  = 53",93o36,  a.  = 48357,  A,  = 67", 85445,^  ’h  = 55", 60270,' 

' . A4  ç3  68",7I25o,  . As  = 67",33882,  Ae  5a", 47814» 

^ /o  ;=;5o",aa55o,.  f,  =<76", 04517,'  /,  =;69",2oÜ77,.  /a  =67",83ii4,‘ 

=57", 29471,  is  =55",  10793,  /6  = 53",72446,  ! ' 

ou  aura  pour  un  temps  ^ quelconque,  à > partir  de 

3.800 , ' . ‘ ...  ; 

• . . Mercure.  ' . ' ' : <5 

• / 1 » 

> . * f * \ 

b =0,023820  sin'Aoï-+-/o)+o,oooi  10  sîn(A,?-f-7,)+o,  12773a  6in(Aaf-t-A,) 

— o,o55o94  siii{Aî^-f-/3)-+'0, 000000  8in(A4i4*/4)-l-0,oaw)oa  sin(A5^4*^») 

— 0,000458  sin(A6l-f /e) , , . , , ' 

ç =0,022820  cos(Aoï4-^q)4-o,oooiio  çoç(A,i-f»/,)-fK>, 127732  cos(k%ts\-l») 
0,o55oq4  C08;A3f-f-^j)-f-0,OOo6oO  C08:^A4Ï-{-/4^-f-0,001002  COi{kst-\-ls) 

— 0,000458  jC08(A6t-f'/«)  , ■ < • ! ■ ' 

P'.  SE  0,0291 78 sin(/’or4*^o)— 0,000438  sin( fl )— 0,007898 
-h  o,ooo36asio(/îC+^'3) — 0,019189  bin(/4f+/' 4)— 0,128436 

— 0,004173  sin(/6l4-^'6), 

q = 0,029178c08(/o1+^'o)— O,0Oo438cQS(/,l+/',) 0,007898008/ 

• •+-  o,ooo362cb8(jrîH-^3) — o,of9i89côs(^4t-f./''4) — o,T234a6cos(^5t+^^5) 

0,^41 73co8(/fr+/'o).  ’ r.  ..  i < . 

‘ ..•  * . Vérius.'  - ^ ' ^ 

. « , ^ - 

5''=  o,oi5558  sin(A'oi+/o) — 0,000769’ 810(^,14-/1)^0,117171  sin/Aji +/,) 
— > 0,005022  «ii»{A3i4-/3)->^, 000187  sin(A4t.4-/4)— 0,007188  «îii/Asi 4*/er) 

4-  OjOoo522  sin/Aei-f-Ze),  , . • , ‘ : ' 

■ ^ ' >»  * 

c\  .=  o,oi5558  cos(*ot4-/o) — 0,000769  co8(A,i-^/,) — 0,117.171  ço$(A,t.4r/^ 
’ — 0,Oo5o22  C08(Aj<4-/3)— -0,000137  COs(A4l4-/4) — 0,0071^  cos'/fsî -^/s) 
.•  *4«  0,000622  3co«(A«i-f-/6),  .1  ■ • ■ -î  . ; 'r- 

bii-  ■■  ■ ' , ■ . t .-Il  I I -1  .■  ■ ■ ...  li  . ; ^ / 

- - (^)  Nous  Adoptons  la  valeur  deda  précessloh'  qui  résulte  des 
dieriiiers  oalcuU  de  Bessel  ^ ' Connaissance  des  Tems  pour  i83|i 


% 


\ 


0 
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p'  = 0,029178  0, 000185  sinry,«+/',)-ho,o5t258fiin(/,i+/',) 

— 0,002008  sin(/,ï-f /'j)+o,oot684  o,o23-785sin(/5«4-/'5) 

— 0,002728  sin(/6i-f-/'6), 

= 0,029178  cosf^ï4./'o)~-o,ooor85co8(/',ï-f./',H-o,o5i258co#(/,<-»-/',) 
, — 0,002008  coa{ fit+t 3)-H>,oojaS4coê(f4t^l'^)—i3,o:t3j85co8(f5t^/'5) 
~ 0,002728  C08{j8t-hL'6). 


La  Terre. 


b _ o,oi5558  8in(*o<-^/o)-f-o,ooi636  0,094596  sin(A,f-f./,) 

— «,oo32t>4  sin(Â3«-+-/j) -fo, 000029  o,oooia3  sin(Asf -f-Zj) 

4-  o,ooo53g  8in(A6t-f-/6), 

O = o,oî5558  cos(Aof4-/o)-ho,ooi636  cos(A,^-f-/,)— 0,094596  coa(b,t 

— 0,Oo32o4  C0S,A3f-^/J)^.O,OO0029  C08(A4Ï4-Z4)~0,000I23  cos(A5iH-Z«) 
-f-  0,000539  C08(A6f+/6), 

P"  =,0,029178  6in(/o«-f-/'o)— 0,004422  sin(/,r-f-r,)— o,o46i92sin(/,i-f-/',) 
o,ooi3i9 »«fi//i«4-/'î)4-o, 006509 «io(/4/-h/'4)-~ o,oi678o6in{ fsi-f-/',) 
•—  o/)oa4ya  8Îo(/6f-f-/'6), 

’ * * I 

= 0,0291 78  C08(/o<+/'  O, Oo4422CO»(/, .0,o46l92COs(/;r+/',) 
•h  o,ooi3i9co»(/’îiH-^'j)4Ki,oo65o9cos(/4t4T/'4)— p^i673oco*(/ji^-/',) 
a,oo24^acoB(/(it^r6). 


Mars. 

• * % t t 


b"  — 0,018007  sin(Ao«-f-/o)+o, 009210  •in(A,Z4.Z,)— 0,017048  sin(A,r -f-/,) 
-f-  o,oüo5û7  8in(Ait4-/3)-o,oii343  «»(A^+/4H-Q,074337  pin/Ase  + Z,) 
-+•  0,000737  t\tx{hU-\-lû), 


I 


c"  — 0,018007  cosf Aor+Zo)-#-o, 0092 10  co8(A,/-f-ZJ— 0,017048  cosfA.f -f-Z.) 
— o,ooo5o7  co8rAjr-4-Zj)-o,oM343  co.(A4«-fZ4)-fo,074337  cos^Ast 
4-  0,000787  COs(A6f-+-Z6),  ' 


r*—  0.029^78  sinr/of-f-r J— 0, 014985  sin(/,f4.Z',)4.o,o53642sinf/,<-f.Z'  ) 

4-  0,019955  sin^  /’i«4-^' 1)4-0,001486  sin(/4r4-/4)— o,oo37408inr 
— 0,001887  8În(/6r4-/'«),  ' 


0,029178  co8(/o«4-Z'o)_o,o  14985  cos(  /.t4-/',)4-o,o53647çof(  /;r4-Z',) 

o,oic^5  co8(/jt  4-^3)4-0,001 486  co8(/4t4-^'^)-^,oo3746ço«(/5<4-/'5) 
0,001887  cosf/6t4-Z'«).  ' ’ ' ' 
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Jupiter, 


o,o4i6oO  sin(A*«-f-/o)— 0,009081  sm(A,«4-^,)-|-o,ooo4a8  wa(/i,«  + /.) 

— o,oooo5i  8in(Aîf+/î)+ 0,000489  sin(A4«H-;4)-H>,oo7i35  sin(A5«  + It) 

+ 0,001919  «'m(A6i4-^6) , » 

\ 

c*^=  0,041606  COs(/.oï+^o)— 0,009081  cos(A, «-»-/, )-f-O,0004î8  COS(A,«-f-/a) 

— o,oooo5i  cos{Aî«4-^3)+o, 000489  cos(A4«4-/4)*H>»oo7i35  co6{kat+l$) 
-4-  0,001919  cos(A6H-/c), 

p«v=  0,029178  sm(/oH-^'o)+o,0iooa9  sin(/,t+r,)— 0,000194 

— 0,000234  sin(/ît-t-/'î) — 0,00001  P 8În(/4t+/'4 )— 0,000 112 

— 0,00x499  e)t 

^‘▼=  0,029178  cos(/ot+/'o)+0,0l0029  C08(/,«-f-/',)— 0,000I94c0sf/,l-|-/'a) 

— 0,0002^4  cos( /jf-4-^^î)'~o,ooooi8cos(y4i“4-/^ 4)— 70,0001 12COS{^5l-f-/* 5) 

— 0,00x499  COS(/6t-f-r6)*  . . 


Saturne, 


m 


i»  r=  o,o32833  sin(Ao«4-^o)-H>, 028838  »in(A,H-/,)+o,ooo454  8în(A,i  -+•/,) 
-f.  0,000045  sin(Aîl-f-/3)H-o,o52o5o  8in(A4«4-/4)-H>,o5596i  sinCAsi  -f  I5) 
^ -f.  0,00  >856  sin(A6l+/6),  • \ - i • 


«T  = o,o32833  co8(Aot4-/*H*o,o28838  cos(A,f4-/,)+o,ooo454  co«(A,t -f-/,) 
-f-  0,000045  cos(A3l+^3)+o,o52o5o  cos[k^t+i^)-H>,o55^\  cos(Aji-f-/«) 
-f-  0,00x856  cos^AeH-Ze). 


pv  0,0291 78  sin(/ol+/'u;— 0,02497a  *in(/.l+Z'.)-H>,oooi76sin(/aH-Z',) 

-f.  0,000x59  sin(/3l-f-Z'3)— o,ooooo9sin(/4l-4-Z'4)— o,oooo'76»in(/5t-J-Z'5) 

— 0,001279  sin(/6«4-Z'6), 

* - * ^ i < * 

= o,o29i78côs(/ot+Z'o)— 0, 024972  cosf/.f-t-Z'O-f-o, 000  i'76cos(/.l4-Z' .) 

-4-  o,ooox59cos( /Vi+Z'b)— o,ooooo9cos(/4i-4-Z'4)— o,oooo76cos(/5l4'Z'5) 

— o,ooi279cos(/6<+Z'  e). 

. ' Uranus, 


&»»=  o,o28988,sin(AoH-/o) — o,ooi333  sid(A,f4“Z,) — o, 000817  sin(A,i -f- Z») 
— o,oooo53  8in(A3i-tT/3)— ■0,018495'  8in(A4i-f-/4)-— 0,026108  sin  (Asé  -f. 
o,o32252  sin(A6H-/6),  

c^'=  0,028988  co8(Ao1-4-Zo) — 0,00x333  co8(A,z+Z,)— o,ooo5i7  cos(Ajt -f-Z,) 
o,oooô53  co8(A3t-f-/3) — 0,0x8498  co8(A4i-4-/4)--o,o26xo8  cos(Âst-i~if) 
■+■•0,032252  COs(A6l-4-/8),  ’ ‘ * 


« 
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p»*=s  O, oa9i78J«in(^f-f-/'o)4^ooi 355 5in(/, )-H), 008876 

-f-  o,oii3338in(y\ï-f-/'j)-f-o,ooo56asin(/4ï+/'4)-f-o^a56o«in(  /si+r 5) 
4-  o,oi7a898În(/6f4-^'6), 

^»»=  o,oagr78cosf/o«-t-/'o)-H>,ooi355co»(/if-4-/',)4-o,oo8876cos(/,t-l-^ ,) 
^ H-  o,oii333cos(/3«-+-f})4-«t00o56aco8'/4£44'4)H-o,ooa56oco8(/st-4-^*) 
-f-  o,oi7a89<îo8(^«£4-^6)- 


Ces  valeurs  de  P , p',  etc.,  se  rapportent  à une 

écliptique  fixe  ; il  sera  facile  d'en  conclure  lès  va- 
leurs àe  p,f  q,y  p/>  etc.,  relatives  à Técliptique  vraie, 
au  moyen  des  formules' 


, * » ' ♦ • 

P^P—P’>  î,=9— î*.  pI—P'—P’;  î/f=î  — î'»  e*C; 


La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
b et  c,  et  de p et  relatives  à chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  Texcentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l’inclinaison  à l’écliptkjue  ; le  quotient  des 
memes  expressions  divisées  Tune  par  l’autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

95.  Én  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n®"  90 , ét  en  ne  considérant  que  l'action  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a trouvé  . . ’ ^ 


a’),  = — (i  + »<•')  22';9o37o,  '■ 
(£^’).'=-(i  + ,*’)26',58755,  . 
= — (*  •+"  4 


11  est  inutile  d’avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l’action  des  autres  planètes,  parce 
qu’il  n’en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  des  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  ( p), 
Tome  lll.  26 
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n°  90,  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  la 
longitude  de  Tépoque  de  Jupiter,  on  aura  : 

Pour  Jupiter,  .. 

^ — = — a:»",9o37oe‘»»  — a6", 58735e»»  -h  4i*',‘>C335e‘re»  cos  (•' — »).* 


Si  dans  cette  formule,  à la  place  de  e*’,  e'’  ^ , 

on  substitue  léursf  valeurs  augmentées  de  leurs  va» 
nations , qu'on  supprime  ensuite  tous  les  termes  qui 
après  Tintégration  seraient  simplement  proportion- 
nels au  temps  ^ , et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
rtîouvement  n'H  dans  Fexpression  de  la . longitude 
moyenne , on  aura  : 


= — aa",go370t  ae*»  a6",58735f  «e»  ~ 


4i>6335.(  ^)co«  (â.»  - •«») 

(•»—••»)  J* 


c*»e»- r~-  ■ sin 


< 1 


J Nous  avons  trouvé  n®  91 , en  faisant  abstraction 
des  corrections  dont  les  masses  planétaires  sont  sus- 
ceptibles  ; * . . . , 


tf  ^ de'' 

-W.  = o'>=65i?5  . = 


o",64oa59, 


dt 

Ç ==  6",55a56o,  = lô^oijgS^; 

on  a d'ailleurs;'  n®  88  : ' 

e‘^  = 0,0481621, 

=e  o^o56i5o5> 

. àP  ^ ==  78®  o'  44"v  • ' * 

« • , J * 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve  

di"' 

= 0,00000068268 


%*• 
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d’où  Ton  tire  en  intégrant 

o'',  000000541  34 

Cette  inégalité,  qui  ne  s’élèverait  qu’à  quelques  mil- 
lièmes de  seconde  dans  un  siècle,  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  lès  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues  ; on,  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L’équation  (5)  du  n*  74  du  livre  II  donne,  en  ne 
considérant  que  les  inégalités  séculaires , 


{/à*'* 

m'* 


on  aura  donc  relativement  à Saturne 


(fi*  = — 0,000001655901 

Cette  inégalité  peut  être  négligée  sans  erreur  sen- 
sible. Les  valeurs  précédentes  de  cTé*^  et  de  <^6’  diffè- 
rent de  celles  que  nous  avions  données  n*  75 , livre 
II,  tant  parce  que  celles-ci  se  rapportaient  à l’éjKHjue 
de  I 75o  , qu’à  cause  des  chàngemens  que  nous  avons 
fait  subir  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Nous  n’avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

dt"’ 

l’expression  de  , parce  qu’elle  se  confond  avec  la 

constante  n dans  l’expression  du  moyen  mouvement, 
et  qu’on  peut  d’ailleurs  la  faire  disparaître,  ainsi  que 
nous  l’avons  pratiqué  jusqu’ici,  en  déterminant  cqn» 
venablement  la  constante  g qui  entre  dans  l’expres^ 
sion  de  la  longitude  moyenne.  Mais  en  nommant  > 
comme  dans  le  n*  76  du  livre  II , A/2*^  cette  cons- 
tante , et  , le  grand  axe  dé  l’orbite  de  Jupiter , 

26.. 
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coire^nidAiit  au  moyen  mouvement  observé,  abs^. 
traction  faite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  de  l’époque,  on  aura,  nu- 
méro cité,  ' 

a]  = à^{i  -f- 

D après  les  valeurs  précédentes,  on  trouve..  . . 

A = — 0,0000696244  > ^ • 

à[  = 5,20112002.  , . . 

On  voit,  par  conséquent,  qu’il  ne  résulterait  dans 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter,  et  à plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A , que  des  cor- 
rections très  légères  , ce  qui  est  conforme  à ce  que 
l’on  a dit  n®  76  , livre  II. 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne , et  qui  s’étendraient  à tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  métbode  indiquée  n*;  76 
livre  II  ; mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen-i 
sibles,  cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a vu  dans  les  chapitres  précédens  que  l’ellip- 
ticité du  Soleil , l’action  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies , les 
nœuds  et. les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles  ;•  les  inégalités  séculaires^ 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées , et  les  formules  précédentes  feront  connaître , 
par  conséquent,  les  changemens  .que  Subiront,  dans* 
la  suite  des  temps ces^  divers  élémens  avec  toute 
l’exactitude  convenable.  ■ 
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CHAPIîTRE  XII. 

I i 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur,  et  dû  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes, 

94.  Dans  le  n®  94  du  livre  II , nous  avons  disposé  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rajon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  [danète 
m soumise  a Faction  des  autres  planètes,  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  Féquation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l’expression  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  liquation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  l’expression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Détenninons  ces  différens 
termes. 

Si  Fon  nomme  a la  .distance  moyenne  de  la  pla- 
nète m au  Soleil,  la  constante  a,  dans  Fhypolbese  el- 
liptique , se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

» I • 

par  Féquation  , la  masse  du  Soleil  étant 
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prise  pour  unité.-  De  cette  équation  on  tire 

a = + jfn), 

* 

Tel  est  par  conséquent  le  grand  axe  dont  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  Les 
valeurs  des  demi -grands  axes  des  orbites  planétaires 
données  n®  88,  supposent 

a = n 3 a = n 3 etc.  . 

' I ' -J 

Il  faudra  donc,  dans  le  calcul  de  la  partie  ellip^ 
tique  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs.de  a,  a',  etc. ^ de  \nia,  \tyjIo! y etc.; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve- 
ment troublé,  cetle  correction  est  inutile  tant  qu^on 
néglige  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  Taugmentation  précédente  nest  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne  ; d’après  les  valeurs  raj>- 
portées  plus  liaut,  on  trouve 

= 0,00164507,  \rri'cC’  = o,ooogo555. 

» 

Si  Ton  ajoute  ces  valeurs  à celles  de  et  cC  du 
n®  88,  on  aura 

= 5,20281145; 

' cC*  = 9,55877645,' 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  et  cC 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  dè  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  Texpression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  au  Soleil  diffère  dans  Torbite 
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ti'oublëeetdans  l’orbite  elliptique.  Ainsi,  la  constantes 
qui  représente  celte  distance  moyenne  dans  cette 
dernière  ’ orbite , devra  être  augmentée  de  la  partie 
constante  de  l’expression  du  rayon  vecteur  dans 
l’orbite  troublée,  pour  former  la- valeur  de  la  dis- 
tance moyenne  qui  lui  correspond. 

La  partie  non  périodique  du  rayon  vecteur  de  la 
planète  m troublée  par  l’action  des  planètes  .m', 
ni' ^ etc. , est  égale  à • 


a? 


m"  » JA^®)  * 

^ - T'*  ^ • 


En  augmentant  donc  respectivement  les  valeurs  de 
a,  o! f ainsi  déterminées,  de  la  partie  correspondante 
à la  précédente  quj  se  rapporte  à chacune  des, pla- 
nètes m,  m!  f etc. , on  aura  la  distan  ce.  moyenne  de 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 

La  partie  de  l’expression  du  rayon  vecteur  dans 
l’orbite  troublée,  qui  dépend  du  meme  argument 
que  le  premier  terme  de  l’équation  du  centre , se 
compose  des  deux  termes  : 


+ m!afe cos  (/i^  + s — niaf'e* cos {nt  -|-  s — ; 


f elf  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui- 
vantes : 


</AC®) 

da 


da^  * 


da 


, >*)  Supplément  au  livre  II. 


i 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des  deux 
inégalités  précédentes,  et  Ton  pourra  les  réunir, 
dans  une  même  table,,  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  , 

Quant  aux,  constantes  y et  U qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites,  on  les- dé- 
terminera au  moyen  des  .valeurs  rapportées  n®i88,  . 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
l’écliptique,  le  plan  de  l’orbite  de  la  planète  tix)ublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les êofrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude , résultant  dé  Faction  mutuelïé  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
' 84  du  livre  II  et  des  chapitres  précédens. 

* *T-bI 


I 


♦ 


^ • V î 


i'  . ^ t I 


Ihi 


> » • * .V 


^ 0 

• • • * 


,>  * 


.•  > 


9»  / 

* I 


• / 


* 
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THÉORIE  PARTICULIÈRE 

i ' 

DES  SEPT  PLANÈTES  PRpiCIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

« 

Théorie  de  Mercure. 

0 

V 

95.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  desex>» 
centricités  et  celles  qui  dépendent  de  leur,  première 
puissance , ont  été  calculées  par  les  formules  du  n°84 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a substitué  pour 

A^*^,  etc.  ,^et  leurs  différences,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  ht'? , bV , bV  , etc.  Il  en  a été  de  même 

f.  % ^ 

pour  lés  autres  planètes.  On  a négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  Teffet  sur  la  longi- 
tude géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
* d’une  seconde.  Quant  à la  limite  qu’une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur.  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  V cette  longitudè,  r le  ray  on  vecteur  de  la 
planète,  et'(^  sa  longitude  vraie  dans  sou  orbite; 
soient  et  les  mêmes  quantités  relatives  à la 
Terre;  si  Ton  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure,  la  Terre  et  le  Soleil,  qu’on  nomme  f la 
distance  de  Mercure  à la  Terre,  et’  qu’on  fasse 

P = a , on  aura , aux  quantités  près  de  l’ordre  du 


I H 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites, 


f =:  1 — cos  -f- 

Si  Ton  différentie  cette  expression  par  rapport  a la 

caractéristique en  ne  faisant  varier  que  r dail^ 

on  aura  > 

P r — r*^cbs(p**  — v)  ~~| 

^ L-V/i — 2â»cos(w'' — ^ 

Ije  même  triangle  donne 


sinV= 


rsin(/ 


P 


5 


d'où , en  différentiant  et  en  substituant  pour  p et  df 

leurs  valeurs on  tire 

rv  V [i— • 

. r"*  1 — a#»cos  p)  “h  ^ 


La  valeur  précédente  de  sin  V donne  ' , 

--tr  _ v/f*  — ''si»* 

cos  V —f  ^ ' ' ■ ' ’ ^ f ' ' '• 

’■  P 

ou  bien,  en  mettant  pour  p sa*'  valeur , 

_iL  I — -tcosCv"  — i')  '*  , 

COS  Y ssa  zb  1-  ■ nifj’-rj. . 

1/  I — 2«  COS  {v  — v)  4“  * 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l’expresaicm  dç 
cTVcosV,  on  aura  ^ , 


'P  * I — a«  cos  {v*  — p)  4"  «■*  ' 
le  maximurn  de  la  fonction 

8ÎU  (V*" i') 


correspond  à 


I — 2«  Ç08  (v*  — y)  4“ 


cos  — «)  ==  - 
; 1 


20. 

4-  U 


Af 
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ce  qui  donne  sin  substituant 

ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente,  on  trouve  que 
ce  maximum  est  égal  à — On  a donc  dans  ce  cas 

cTr  =6  — —T  a*) ifV.  (a) 

Si  Ton  suppose,  cTVcsdb  i",  et  que  pour  r et  on 
prenne  les  moyennes  distances  de  Mercure  et  de  la 
Terre  au  Soleil,  ce  qui  donne  r"=;5<i  et  «=0,3870981  a , 
on  aura 

cTr  = qz  0,000004  i^o4« 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coefficientserait  au-dessous  de  0,0000041  • 
Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en.longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 
coefficient  serait  au-dessous  d’un  dixième  de  se- 
conde. r . 


Inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  excentricités,  . 


^ =(*->•  /«O 


r O", 
U o", 


o",63i43i  «io  {rit  — — •) 

,58o5t>i  ciDa(/i't — nt  •+• 
aa68ia  sia  \nft  — nt  -f- 


- 0 


(I 


//,  I o\»8<Ï99a  sin  («"t  ) 

^ ' I — c/,i53Èaa  tin  ni  -4-  «*'  — •)  j •' 

O.  /-f J ®"»576447  «n  («•»«—  nt  + »*»—  *)  t 

' “ -'*'1 — o",  119863  8ina(/i**i — nt  -4-  »*» — •)./ 

V 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen- 
• trichés. 


^ = (ï  -h  fé) 


■=+►(*+  fé') 


o*,a8i'f59  s 
3",843aT4  « 
o", 37613a  s 
I ",607681  s 
o",a8ô3o7  s 

q",  168589  8 

o",4a7o86  8 

o",aa584» 


n {nt  — *'  — a») 
n {in't  — nt 

n {lih't  — Znt  -h  a»' 

n (3n't  — * ont  -f-  3i' 

n (4'ét  — 3nt  + 4*^ 

a ( n't  — ont  -f-  1' 

n (an"t  nt  -h  a»" 
n (3n"t  — ont  -f"  3é 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  excen-* 

tricités  et  des  inclinaisons. 

Ces  inégalités  ont  été  calculées  par  les  formules 
du  U"  54.  D’après  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre  , 
les  trois  quantités  M — 2/t  , 5n  — et  un — 4'*^» 
sont  très  peu  considérables.  11  faut  donc  avoir  égard 
aux  inégalités  dépendantes  des  angles  Sn't  — 2nt, 
5n't  — nt  et  2nt  — 4^"i.  On  a trouvé  ainsi  : 


_ « / I ,011735  61Up/.  - , V,.  

«T»/  _ (1+  o", 569837  sin  (37t'f  - -f.  3i'  — .4*  4o»  36'  35*;  jf 

-f*(i  4- yw").o",a437i5sîn  (4n"i  — anf  4- 4*" — a» 4-4*®  4^*0* 


Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  ' trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 


Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  l’action,  de  Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à l’angle 
2nt  — Mty  et  a été  calculée  par  les  formulés  du 
n*  35 ; la  seconde  est  relative  à l’angle  nt  — , et 

a été  calculée  par  les  foi  mules  du  n®  43.  On  a trouvé 
ainsi 

= (i  4-  B", 08764a  sin  — ant  4-  5i'—  a«  4-  3o*i3'36') 

4-  (1  4-iu'O  «>",557373  sin  (4«"f  ~ nt  4-'  4t''—  f — 16-59' ao"). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-4lessous  de  un  dixième  de  seconde;  on  peut  donc 
se  dispenser  d’y  avoir  égard. 
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CHAPITKE  XIV. 


Théorie  de  V énus. 

96.  Si  Ton  nomme  V'  la  longitude  géocentrique  de 
Venus,  et  si  Tou  fait  1 équation  (a)  du  n®  g5 

F ^ 

deviendra  relativement  à cette  planète 

jy  = — /{i  — «•)/¥'. 

\ K 

En  prenant  pour  d et  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura,  n**  88,. 
a = o,7255525o  , r"  = 1 ^ eu  supposant  donc 
tfV' = zfc  i',  on  aura 

I * ^ 

< J'r'  = dr  o", 00000 2*565 2. 

‘ C’est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d’une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  0,009002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s’élèveraient 
pas  à un  dixième  de  seconde.  . 
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= (l  + f*")> 


Inégalités  de  Véni^  indépendantes  des  excentricités. 

4", 639773  sin  (/i"é  — n't  -f-  «"  ~ 1^) 

10", 567639  siaa(n"i  — nft  -f-  — «') 

|—  6", 709876  sin  3(n"É  --  rét  — •') 

j — o*'»Q774y4  ***1  — n't  Tf-  *"  — »') 

[ — o",3i9ç>58  siii  5(rt"/  — nt  -h  *"  — «0 

— o",  134478  siir6(n"«  — n't  + — •') 

f 2",907a5a  sin  (n‘''t — n't  -t-  — é)  ) 

"f"  (>  ■i’  A*  — o", 888587  sina(n‘^< — n't  -f-  — «')  f 

+ (i  -f-  ft').  o",i8at97  sin  (n^t  — n't  -h  1»  — •')> 

— o",ooooooa909 

-4-  o", 0000035486  cos  ^n'*t  — n't  -f-  •"  — »') 

o", 0000153670  cos  ^{n"t  — n'ic  4-  I*  — /} 

— o", 0000 109653  cos  3(n"É  — nt  4-  •"  — é) 

o^,oooooaa436  cot  l^{r£'t  n't  4“  »"  — • %*) 

!—  o",ooooôo3i45 

4*  ô”,ooooo496î3  coé  rit  4*  i*»—  l'J 

— o",oooooaai85  cosl(/i'^i — nt  4-  •'»—  é). 

’ . ‘ . r— 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen~ 

tricitét. 

t • * ' 

/»»'  = (I  4-  /«)  «/, 849607  sin  ’xln't  — nf  4-  — • — • 

— o",  118430  sin  ( n't  4-  *"  »")  „ 

4-  o",i5oao4  sin  (an"i  — n't  -f*  i»"  — I — t/) 

— o",io5i83  sin  (an"f  — n't  4-  3»"  é — a»") 

— ■ 1", 436900  siu.  (3n"t  — an't  4-  3t"  — a*'  •—  »') 

4-  (i  4"  4^^4*9*9°  **”  (3n"t  — a/i'i  4-  3»"  — a*'  — »*') 

— o", 075773  sin  (4«”*  — 3n'f  4-  4‘"  — ”* 

i « . 14*  0^,878647  sin  {^n"t  — Bn't  4-  4^'  3*^  *"•  s»") 

— o"»63636o  sin  (Sn^t  — • 4'*^*  4*  5t"  4»^  ^ ®0 

a",o365go  sin  (5n"f  — 4”  * 4‘^  — “ ) 

— (1  + /a'*)  0,75440*  sin  Qn^t  — un't  4-  3i^  — ai'  — •**) 

^ r — i’',5o5383  sin  (n*^i  4- 

^•Lk.  f»  '4-  »V\  7**"  o",3l3658  sih  {<in*H  — aVi  4*  3**^-^  i'  — m'J 
^ o", 035760  sin  (an*V- — n't  4-  31*’**-  s' —i  a*''] 

' " f — o",i658o6  sin  — n't  4^  3*''' — 3*' — 

' i:«'(r4r),Y)  ô^îk)8^a  iin  (nv/ 4.St 

//  = (i  4-  fx")  o", 0000033689  cos  — 4n*t  4-'  5»"  — 4é  — •*). 


â: 
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inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  de  deux 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  àrhites. 

* 1 ■ 

DVprès  les  rapports  qui  existeat  entre,  les  moyens 
m^oüvemens  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars^ 
les  quantités  — an,  5n"  — 3n',  — an'  et 

3n'"  — n',  sont  très  petites  toutes  les  quatre^  les  iné- 
galités qui  dépendent  des  angles  ^n!t  — an<  , 
5n"^  — 5n'/,  — nn't  et  5n'"< — nH,  croissent  donc 

avec  ùne  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a trouvé,  en  les  calcu- 
lant, 

«fV'  =s  — (ï  "4"  /**  ) o", 353878  sin  — anf  -+•  — a*  — 3q®3o'  3o") 

— 7 (i  -f-  fx")  1 ",39a  1 70  8in  {5n'*t  — 5t"  — 3i'-f-  30®  54'  a6") 

:*,384t645ih(3n»t-  n'i-f-3.»—  «'+65®  53' 9"). 

f 

^4  * • * * 

L’inégalité  dépendante  de  Tangle  4^"  -r-  an'  ne 
s’élevant  pas  à un  dixième  de  seconde , nous  avons 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ; il  en  est  de  ménie 
d’une  inégalité  dépendante  de  Faction  de  Mercure  et 
de  l’angle  5n*t^hti 

0 « 

Inégalités  dépendantes  dès  cubes  et  des  produits  de  trois  di^ 
. mensions^ des  excentricités  et  ^ des  imdinaisons 4 

/»/  = (i +/<)  i", 356877  si n (an/  — 5h'f  + a«  — 5«'+’3o®  i3'37'*). 

Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pro- 
duits de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai’- 
sons. 

Sf*  = (i  +fc")  a", 717796  sin  (i3n"/  — 8n'/+  i3«"  — 8«'  — 44^  ^4^)* 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airy,  a été  calculée  de  la  manière  suivante 


/ 
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Oa  a d'abord  déterminé  par  les  formules  du  n®  ^ , 
rinégalité  correspondante  relative  à la  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin  y et  en  la  multipliant  par  le 


facteur 


m'  |/  à 

dente  de  Vénus. 


Tft  I !>•  t 1*.  ' ' f 

= , on  en  a conclu  1 inégalité  prece- 


Inégalités  du  mouvement  de  Vénus  en  latitude. 

Au  moyen  des  formules  du  n°  52,  on  a trouvé 
J*»'  — ri-t.  } o",  n 5445, SÎA  ( n"t -h  a')' 

^ * 1 4-  ©",^89097  sin  (.W't  — 4”"^  4-  .*!•"  — 4*' — *0  / ' 

— (i  4- /«t'*')  o",  ioa4 1 7 sin  — an't  4-  3i*  — at'  — 

— (i  4- A**’^)‘’"**®*4*o**'°‘ (*'**’'* — /i'É4*ai‘''—  i'rr-n'»),, 

n'"  représentant  là  longitude  du  nœud  ascendant  de 
Forbite  de  Mars  , et  II*’  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  Forbite  de  Jupiter  sur  celle  de  Vénus.  En 
vertu  des  valeurs  rapportées  n®  88,  on  trouve 

loo®  8'53',  . . 

n*"  = 6i®25'28';  V... 

les  autres  inégalités, de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s’élevant  pas  à un. centième  de  seconde,  il  est 
inutile  d’en  tenir  compte. 
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CHAPITR'E  XV. 


Théorie  du  mouvement  de  la  Terre, 


97.  Soit  V la  longitude  ge'ocentrique  de  Venus,  tt 

ji 

étant  supposé  égal  à V'  sera  fonction  de  a et  de 

{d’ — v') , et  dans  le  cas  du  maximum  àe  V',  on  aura, 
par  le  n®.  95  > . 


cTV'  = 


w 

Si  dans  a on  ne  fait  varier  que  on  aura 

a/y"  • 

- par  conséquent. 


d'à  =5 


d'/  = r"  é \(. 

» • . 

En  faisant  d'V'==zb  et  en  prenahl  pour  r'  et  r" 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  /'=i,  et  r' = o,7255323o;  par  con- 
séquent, 

cTr"  = db  0,000003194. 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
y*''  la  longitude  géocentrique  de  Mars  ; en  supposant 

. 27 


4i8  théorie  analytique 

a = on  aura,  dans  le  cas  du  maximum, 

= r'"  (i  — a*) 

et  en  prenant  pour  r"  et  r'/^  les  > moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil , ce  qui  donne 


= i; 52 56952, 

CL  = o,6565oo5o  ; 

t 

en  supposant  cTV'"  = =+=  i , on  aura 

d'r'"  = =h  0,000004207. 

6n  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  cTr*  dont  les 
coefficiens  seraieiit  au-dessous  de  dtz  o, 000004*  Nous 
négligerons  d'ailleurs,  comme  précédemment,  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 


Inég^ilés  de  la  Terre  indépendantes  des  excentricités. 


if  v"  = ( I + • ' 


5", 044545  «n  {n't  — n'^t  -h  t — «*) 

■ 5*^,735800  «in  a(n't  — n"t  — *") 

o", 691696  sin  3{n't  — • n‘*t  -f-  «'  *') 

— o*,2i494ï  s**'  — •") 

o", 194144  ^ -f-  — •") 

+ a", 398944  sin  a(n“'É  — n"t  4- 

- o*',i45i53  sin  3(«®é  — nTt  -h 

147135  sin  (n^^t  — n"t  4-  — *“) 

4.^«v).4—  i",707664  «>n  i(n*"''É  — n"t  -f- 

- o",  169865  sin,3(/t‘''t — n"t  4*  — •") 


+ (1+ 


- •")  ^ 

••  - .•)  i 

••  ~ O J 

.*-  ^ .-)  > 

,-v  — ,")J 

f o",4io5i7  sin  (n^t  — n"t  4-  — «"}  î 

■+«  ('  4-  o", 106186  sin  a(nyt  — 4-  — ‘*)»j 

f — 0,0000057118  cos  (ne  — n^'t  4-  »'  — O 1 

Jr  = (I  + o,ooooa63449  çbsa(7f*t  — n"«  4-  J 

^ f4*  0,0000161375  cos  (n^'*i—~  n"t  4-  ♦*'' — O - J 

4*  (1  •4"  A*  — 0,000009a I ai  cosa(/j'^l—  4“‘ O*  J 


I 
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Inégalités  dépendantof  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 


, — o",ia3()a9  sin  (an'f  — n"t-^  a*'  — 

-f-  o",  138746  sin  (an"ï  — n't  4-  ai"  — 

I — <j", 160389  sin  (a/t"/  — n'f  -t-  ai*  — 

I—  3",5o^Gi9  sin  (3//"f  — a/t'i  4-  3i"  — 

**  ■ (*  1",  1^6067  sin  (3n"f  — an'r  -f-'  3i"  — 

j—  a*,oS43i6  sin  — ’Sn’t  4-  4i"  — 
+ o",68v')69a  sin  {^n"t  — Znft  4-  — 

^4-  o", 306780  sin  (5«"t  — t 4-  5i"  — 

— 0^,756375  sin  {ln"t  — nf‘t  4-  3**  — 

|4-  i", 476770  sin  (an"'/ — 4-  a** 

|4-  o",45(><)9o  sin  (3h**/ — an/'f  4-  3i'* - 

4-  o", 55730a  sin  *—  3/»"i  ■ 

o",3o6587  sin  {n">t  4-  i*’ — •") 

[ — a", 576181  sin  (/i«»i4-  — a»'*) 

i",5i42f4  sin  {in"'t — n"t  4-  ai’'^- 

I4-  o*',6i5o64  sin  — n"t  4*  ai'»* 

o",55iiag  sin  (3/i'*f—  a/i"t  4*  3i‘* 

. — b",i5i i4* 'sin  {in"t  — n'^t  4-  ai" 

— o",3o8o87  sin  («▼f  4-  1^  — e$^) 

5 sin  (an^i  — n"t  4*  ai^ 


4*  (1  + 


4-  (ï-+-/x«v). 


o"»3o8o8 


I*  — »") 

•'  •") 
•'  - d) 

ai'  — «") 
ai'  - •'  ) 

— 3f'  — d) 

— 3i'  — d) 

— 4é  - d) 

— •"  -,  «») 

— 1^  — a»'') 

— ai"  — •'*') 

— 3t"  — d) 


* - »") 

1"  — »•»  )j 

ai"‘  — «'▼)* 
i‘»—  m’r)J 

- • )l  J 


/r"  = — (»  4-  /«'). 0, 0000047495  cos  (4d't  — 3n'i  4;  4*"  — ^i'  — a»") 
— (ï 4*f<‘^)« 0, 0000060789  co8(an*vt—  dt  4" ai*»—  «"  — ai"). 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

D apfès  les  rappot*ts  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Venus,  la  Terre  et  Mars,  5/1^'  — Zn' 
et  4^'" — 2«"  sont  de  très  petites  quantités  ; les  iné- 
galités qui  ont  pour  argument 

croîtront  donc  avec  une  grande  lenteur,  et  pourront, 
par  celte  raison , devenir  sensibles.  En  les  détermi- 
nant par  les  formules  du  n®  34,  on  a trouvé 

fv**  =(14.  i", 078169  sin  (5/i*i  — 3rit  4*  5i"  — 3i'  4”  ai®  a'  i8") 

4-  Il  4-iu‘^).o",684573«ift  (4n»f  — an"t  4-4*"  — ai"4*67«»48'  56*). 

37- 


I 


\ 


I 


I 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquiéme^puissances  et  des  produits 

de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L’iaégalité  de  cet  ordre,  qui  dépend  de  rargument 
— Sn'tf  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre,  est  une 

très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  44,  on  a trouvé 

/V"  = a", 0.^9154  sia  (Sn't  — \Zn"t  -f-  8»'  — i3*”  -f*  14^ >3  ). 

Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 

Par  les  formules  du  n°  86  du  livre  II,  on  a trouvé 

- t 

^s"  = (i  -+-  /u').o",aa335a  sin  {^n"t  — 3n'f  -f-  4*"  — 3*'  — *') 

sin(an‘^É — n"t 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  Vorbe  terrestre,  de  ï équateur 
et  de  la  longueur  de  Vannée. 

g8.  Dans  le  n°  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l’excentricité , du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l’orbe  terrestre, 
en  ayant  égard  à la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  vaçiations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c’est  au  plan  de  l’écliptique  ' 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  obser- 
vations, nous  obligent  à les  déterminer  avec  plus  de 


(♦)  Connaissance  des  Tems  pour  Vannce  i836. 


/ 
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précision,  et  à considérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
dépendans  du  carré  du  temps.  • , 

En  déterminant  parle  n®  65,  livre  11,  lesidifTérenccs 

secondes  des  quatre  quantités 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n°  87 , on  a trouvé 

d^e"  ^ r//  -if  d’’m"  ,,  * 

— = — O ,00000 -44 ^ = -+-  O ',9001  û3J5oi  , 


dt 


o", 0000.3991 36,  = O*, 0000 1473526. 


En  joignant  ces  valeurs  à celles  de  ^ , etc.,  don- 
nées n°  91 , on  a conclu,  n°  65,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de 
co',  p'’  et  q”  : 

0 

é'  = é\  — o",09o5585^  *—0",  0000052 201 7<*, 

cd"  = o" -f-  II", i748i5it  -f- o",oooo76675o^“, 

= 0^,064960^  -f-  o",ooooiq9568^*, 

(('  = — o",488566^  -f-  o",ooooo756765i*; 

N 

les  valeurs  .de  e‘,'c?"y  daus  les  seconds  membres,  se 
rapportant  à Torigine^' du  temps  t,  p'est-»à-dire  à 
l’époque  de  1800. 

Nous  avons  donné  dans  le  n”  92  les  valeurs  finies 
de  p"  et  q'',  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent e"  et  û)";  ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  sin  (gt-^  S)  et  2B  cps  (gt  -f-  ê)f 
et  s’appliquent  à un  temps  quelconque,,  avant  ou 
après  celui  que  l’on  a clioisi  pour  époque.  Cependant 
on  a vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu!exige  leur 
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détermination , ,et  l’incorrection  qui  peut  exister  en^ 
core  daçs  les  valeurs  de  quelques-unes  des i masses 
planétaires,  doivent  laisser  quelque  incertitude  sur  la 
précision  dés  résultats  ainsi  obtenus.  C’est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémens 
de  l’orbe  terrestre,  d’adopter  les  précédentes^ for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s’étendre  qu’à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l’époque 
qu’on  a choisie,  mais  qu’il  séra  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à une  nouvelle  époque  à mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes Les  changemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à reprendre 
ici  les  fortnules  de  la  pi:écession  des  équinoxes  et  des 
variations  dé  l’obliquité  de  l’équateur,  soit  par  rapport 
à l’écliptique  fixe,  soit  par  rapport  à l’écliptique  virâie, 
que  nous  avons  présedtées  dans  le  n"  54  du  livré  IV. 
•Nous  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  et  cal- 
culées par  M.  Bouvard,  mais  ces  valeurs  di^rent, 
comme  on  peut  le  voir,  de  celles  qui  ont  été  rapportées 
plus  haut;  et  d’ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  pértürbations^planë- 
taires  l’année  i8oo,‘  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à cette  époque  les  variations  de  ÜépHptique  et 
de  l’équateur. 

Les  valeurs ' finies  de  p'*  et  se*  présentai,  la 
première  sous  la  fotme  de  2:Bsin*  {ht 
seconde  soys forme  de  2. B co«  sa  Ton 

développe,  comme  dans  le  n*^  35,  livre 'V,  ces  quan- 


(♦)  Voir  les. notes  à la  fin  du  volume. 
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tites  en  négligeant  les  puissances  du  temps  supé- 
rieures à la  seconde,  et  qu’on  les  compare  ensuite 
à celles  de p''  et  ç''  données  plus  haut,  on  trou'^ 

2.BA  smC  =.  o",48S56G,  2.Bi  cosC=  o",oG49Go, 

2.B£*sin  C = — o'',oo('o39çji36,  2.BZ»*  cosC  = — o",ooooi ^735x6. 

• ' « « 

Maintenant,  en  nommant  6 l’inclinaison  de  l’équateur 
à l’écliptique  fixe  dé  i8oo,  ô'd’obliquité  de  Téclip^ 
tique  vraie,  ^ la  précession  des  équinoxes  par  rapport 
à l’écliptique  fixe,  et  4-'  la  précession  relative  à l’é- 
cliptique vraie,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n®  54,  livre  IV, 

fl  = A -4- - t*2.B/&  C08  C, 
a 

fl'  = /i — t2.B6t>inC  — ^ f’S.B  -t- 4)4  cos 
4—  It t*  cotih^.lbsin  Cf 

•L'=t(l — cot/t2.B6  cos  C)-ht^{  -r^ — r2,B/isinC-4--coi/i2.Bi*sinf 

Vsin  a»  .3 

h étant  l’obliquité  de  l’équateut*  au  commencement 
de  i8oo,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équinoxes 
à la  même  époque , rapporté  à l’écliptique  fixe. 

D’après  Içs  recherches  les  plu^  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annuelle  rapportée  à l’écliplique 
vraie  était,  en  i8oo,  égale  à 5o^^2235o;  on  aura  donc 
ainsi 

l — col  cos  Q = 5o'',2255o; 

l’obliquité  de  l’écliptique  était,  à la  même  époque, 
de  25®  3^  54^^85  d’où  l’on  a conclu 

h ==  23®  27'54",8,  / = 5o",373i5.  ' ' • 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2 . sin  2 . B^  cos  Q,  2 . B/;*  siiV^,*  et  2 . B^“  cds  ^ 


« 
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données  plus  haut,  les  formules  (o)  deviennent 

9 ==  23* *  127' 54^', 8 -f- o'',ooooo7932i3 , 

6'  :=%3*  27'54",8-^  o", 488566— i*  o",ooooo5645o, 
^=.t  5o",5y3i5  — o",ooo  1045091, 

4/'=  i 5o",2255o  + o",ooo  1097248. 

Ces  formules  différente  peu  de  celles  que  nous  .avons 
données  dans  le  n*  34  du  livre  IV  ; mais  une  erreur 
facile  à réparer  s’élait  glissée  dans  celles-ci  : nous  y 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à l’écliptique  vraie  égale,  en  1 750,  à 5o'\5y5j2, 
tandis  que  c’était  la  valeui  de  la  précession  moyenne 
relative  à l’écliptique  fixe  (^). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s’étendre  de  mille 
à douze  cents  ans  avant  et  après  l’instant  que  l’on  a 
choisi  pour  époque  ; on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L’angle  6'  représente  l’obliquité  mOyenOe  de  l’é- 
cliptique. Cette  obliquité,  conclue  de  l’observation 
des  solstices  d’été,  fà^te  à Paris,  dans  les  années  1^812, 
i8i5  et  i8i4>  P?**  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  g", 46  pour  le  coefficient 
de  la  nutation,  était,  en  181 3,.  égale  à 

23*  27' 49^^^8. 

En  faisant  t=  12,0  dans  l’expression  précédente  de 
6',  on  trouve  , 

9'  ==  23®  27'  48",69. 

‘ « I»  I .I.M  1.11  P |l  I 

(*)  Voir  Verrata  à la  fin  du  volume. 
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La  différence  entre  le  calcul  et  rpbservation  serait  donc 
de  o'.',5g.  Cette  différence  ne  serait  que  de — o",  1 5 en 
calculant  fi'  par  les  furmulesdu  n®  54  du  livre  IV,  mais 
il  faut][des  observations  plus  nombreuses , et  faites  à 
des  intervalles^  plus  considérabW,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision,  des  formules. 

L’année  sidérale  est  constante j et  égale  en  jours 
moyens  à 365^,2563744i7  j l’annçe  tropique  est  égale 
à Tannée  sidérale,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à décrire  Tare  de  la  precession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi , pour  la  longueur  de  Tannée 
tropique , * * » ara  . 

36^^242219746  ~ 0,0000000$  18482; 


d’où  il  suit  que  du  temps  d’Hypparque,  c’est-à-dire 
cent  vingt- huit  ans  avant  Tère  chrétienne,  la  durée 
de  Tannée  tropique  était  de.  10% 28  plus  longue  qu’elle 
ne  Tétait  en  1800;  l’obliquité  de  l’écliptique  était 
alors  de  16'  i5^',77i  plus  grande  qu’elle  ne^’est  au- 
jourdliui. 

Comparons  aux  formules  précédentes  l’observation 
de  Tcheou-Kong  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  IV,  et  qui  donne  pour  Tannée  correspondante  à 
1100  ans  avant  notre  ère  l’obliquité  de.  Técliptique 
égale  à 23®  54'  2",5.  Si  Ton  fait  /== — 2800  dans  Tex- 
pression  dé  0V  cette  valeur  est  alors  égale  à 23°  5 o' 44^', 
ce  qui  ne  diffère  que  de  3'  19"  * de  l’observation 
chinoise. 

Laplace , dans  la  Mécanique  céleste , a calculé  Tex- 


(^)  Connaissance  des  pour  Tannee  1827,  page  237. 
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pression  de  %}/'  pour  deux  époques  remarquables  : 
celle  où  le  grand  axe  de  l’orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligne  des  équinoxes,  et  celle  où  le  grand  axe  de 
Forbe  solaire  était  perpendiculaire  à cette  ligne.  A la 
première  époque , l’équinoxe  Vrai  et  l’équinoxe  moyen 
coïncidaient  ; dans  la  seconde  j le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l’nn  fait 
r =;  — 6907 , par  l’expression  de  \j/',  on  a 

•s}/'  = 81°  20' 42^^? 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  l’équinoxe  de  1800  par  rapport  à l’é- 
quihoxe  corrêspondant  au  temps  t,  L’exprtssion  pré- 
cédente* de  G?"  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  Forbe  terrestre  > comptée  de  l’équinoxe  fixe  de  1 800  ; 

ùû'’  = 81°  20'  3i''. 

t • 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l’équinoxe 
de  l’année  4107  avant  Fère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  à la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  t;  cette  longitude  était  donc  alors  de  1 La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  du 
Monde  vei^<Fan  4^04  avant  Fère  chrétienne;  Fé- 
poque  où  le  grand  axe  de  Forbe  solairç  coïncidait 
avec  l’inteKection  de  l’écliptique  et  de  l’équateur  a 
donc  précédé,  d’après  nos  formules,  d’un  siècle  en- 
viron la  création  du  Monde. 

La  seconde  époque,  celle  où  le^grand  axe  de  Forbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à la  ligne  des  équinoxes 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remodte  seulement  à peu  près  a l’an  i25o. 
En  effet,  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
<=== — 555,  on  trouve  , • 

4'  ==  - 7»44'o", 

y = 97”45'47''- 

En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe, 
on  aura  90®  pour  la  longitude  du  périhélie  de 
Forbe  solaire  comptée  de  Féquinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Finstant  où  cette  longitude  était  de  90°  ré- 
pond à peu  près^  diaprés  nos  formules  , à Fan- 
née  1 245  9 mais  Fincertitude  des  élémens  em^^oyés 
dans  le  calcul,  comme  Fobserve  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 


-J 

\ 
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CHAPITRE  XYI. 


.Théorie  de  Mars, 

99.  SI  Ton  nonmie  la  longitude  géocentrique  de 

Mars,  et  si  Ton  fait  a = ^ , dans  le  cas  àn*rnajcimuni 

de  OIT  aura  . * 

• ' 

•'  ■j'i  = (i  — «•)  J'Y'". 

4 

' » 

La  valeur  de  a.  en  ne  faisant  varier  que  r”  donne,, 
r"$r” 

cTûfc  ==  — i on  aura  donc 


f 


si  l’on  prend  pbur  r"  et  r"'  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Sdleil  ; ce  qui  donne  d’  = 1 , 
d"  :=i  1,5:^69551?  , ût"=  o,6565oo5o.  En  supposant 


U 


on  aura 


S'r'*'  = =p  0,0000064074* 

Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous  de 
o*, 000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s’élèveraient  pas  à un 
dixième  de  seconde. 


- ^ 
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Inégalités  de  Mars,  indépendantes  des  excentricités, 

(ï  -f-  /a)  o",  199493  sin  {n't  — n!"L  4-  — »'') 

• f 6",4G47*7  + *"  — »“0  ) 

+ (»  — o^', 89603  sin  — n!"t  -+■  t"  — t'")  ( 

*—  o",  169287  sin  Z{n"t  — n*"t  -f-  «"  — j 
. r 24*^,746163  sin  4-  »'» — s*) 

4-  fi  4-«*^^  767981  sin  3(n«vt-.  n">t  4-  •'*') 

S — i",i95o32  sin  — /*“'£  4-  t*» — *•) 

( — o",  174926  sfn  — ii"'t  4-  «*»—  t"') 

4-  ri  4-  i i";285367  sin  {n^'t  — n»£  4-  — **)  1 

' ’ ( — o", 424390  «in  a(/î^£  — r^"t  4-  »’'  — *'*)>} 

**=  fl  4-  «"!  / o", 0000022071 

* I — o", 0000173497  cos  {n"t  — 4-  »"  — 

• • r — o", 0000067001 
4-  (i  o",oooo794i7o  cos 

S-r-  o",OOOo687923  C0S2(« «*£  -f!  f«v — 

( — o", 0000070206  cosS{n"’t—  n'^t  4-  «*»■ 

Inégalités  dépendantes  de  la  première . puissance  des 
' " excentricités. 

iv  = fl  4-  uf\  / i",o34565  sin  (3n':'£  — »'£  4-  2»"'  — / — et")  i 

(—  o", 3397 46  sin  (2/i^t  — n'£  4-  2*"  — «'  — oé)  J 

' o",647772  sin  (n"£  4-  i"  — »*^)  ^ 

— o",  124732  sin  (2n"k  — 2»"  — * »*  


4"  (i  4- 


i—  9",378i24  sin  {^n"i  — * n"t  4^a»'P  — *"  — . ««')| 

4-  4**»y^O‘'4*  S’“  (2/l^f  n"t  4-  Oi""  — »"  — 

, — o",6o4i75  sin  (3/i*^£  — '3/*"t  4.  Si*  — 2s‘^-~ 

I4-  o", 784404  sjn  {3/i''£  — 2n"'£  4-  ’W  — 21"  — a>")| 

4-  o", 678993  sin  (4rtf£  — 3n"£  4-  41"  — 3i"  — ce") 

1,4.  o",  111193  sin  ^n't  4-  5»®  — 4«"  — 

5",57I93o  sin  ( n^'>t  4-  !'▼  — a>") 

- 5", 44^704  sin  ( /j'V£  4-  *‘v  — ggty-) 

[ —23", 902520  sin  (2/1  — n"t  4-  os*» — *“'—1  et") 

i4-  2",G3oi57  siu  (2/i'''£  — n"t  4-  21*» — %" »*v)| 

4-  2",33o85i  sin  — Vi"t  4-  3i'’^ — a*® 

— 3",6 19980  sin  (3/1  ^''t  — n/t"i  4-  3»*’' — 3»® 

4-,  o",223422  sin  (4n*'£  — 3n"e  4-  4**''-t*  3*®—  u")  / 

i — o",35768o  sin  (4/t‘'^£  — 3n®£  4-  4»”^-^  3»®— ««v4 

I — 2",9ii3oo  sin  (3n®£  — « n*'’£  4-  a$" — »®j[ 

— ©",207442  sin  (2«®£  * — 4-  2»®—  g'v 

4-  1", 880731  sin  (3n"t>  — 2«*’^£  4.  3t®— >2s*»—  a") 

o", 201357  sin  (4n'‘'t  — .3n*''£+  4**  — 3»*'' — et")/ 


i 


\ 


1 


i 


■j 

f 
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o",  137834  ain  {n^'t  4-  — et"') 

— </■’, 665765  sin'  {n''t  4-  — a') 

4.  (i  4.  ^ — i">7'y6y6  sin  — n'"t  4-  a»'' 

I4-  o",  126266  sin  — n'“t  4-  2*^ 

>4*  o'',i5o323  sin  (2/i'^i  — n'’t  4-  2*'^ 


— «•) 
.V  — ««). 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites* 


Les  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être’  sensibles  ; en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  n^oyens  mouve- 
mens  de  Vénus,  la  Terre,  Mars  et  Jupiter  : 

(i  4-  feO- 6", 578880  sin  (3n*/  — n't  4-  3i"'  — 4-  65, • 26'  1 5") 

{*  1 ",308452 sin  (ZnTt—  n^i+3é‘'—  ."+73°  n'55")  j 
+ 4", 043 1 1 4 siu  (4n“'t  —2n"t  +4.''  —2." + 67° 49'  o")  l 
-h  a", 465976 sin  (S/i*»/  — 3/i"t  +5«*  —3."  + 68°  2V  o")  j 

I r — o", 468675 sin ( n’"t+  •*’^+  — 53®  7'47^”i 

+(i  + < t-  i",462209sin(2«*’'l+  2.*’'+  600  7'  2")  l 

i+  i"^3ii633sm(  — ."'+54° 4*^3i"). j 

On  peut  réunir  la  dernière  de  ces  inégalités  à 11- 
négalité  indépendante  des  excentricités 

(i  + 24^', 746 162  sin  (ti* V -f”  — é'"); 

« 

^ I 

leur  somme  donnera  llnégalité  suivante 

(1  + fi‘^)  25", 627482  siq  — n^t  + .' ^—  .•  + 2°  24'  î 1"). 

Pour  les  inégalités  correspondantes  du  rayon  vec- 
teur, on  aura 

^ • 


X ^ _i_  J + ®»®oo®o64079  (4^"^* — 2/ï"£+4«“' — as" — 58°5r5o")  1 

■ ^ ; • t— 0,0000069405  cos  (Sn*/— 3n"«+  5.»—  2."+  68°  ^7'  28*0  j 

‘ V f 0,0000081004  cos  (2/lî  + 2.  -f  60®  17' 62")  ) 

^ ^‘14“ 0,0000042007 cos  + .*▼•—  + 590  8' 5’]").  I 

Là  dernière  de  ces  inégalités  peut  êtj*e  réunie  à 11- 
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négalité  * 

* « ♦ * ' 

(i  -}-  |w“)  0,0000794 *7‘>  (n^'t  — -f-  »'''  — O ; 

c*est  par  cette  raison  que  nous  l’avons  conservée, 
quoiqu’elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  .donne  la  sui- 
vante : • .» 

(i  + f^"')  o,oooo8i653a  cos  — n^'t  + — *'*•+•  *o3,:sn 


Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n’est  afFecté  que 
d’inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  O*’ 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’orbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui,  s’élèvent  à un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 


(t  ^ / o", 095575  sin  (n*»  H-  n>V) 

' ;’|-f  o",4o3a^  sin 

on  a d’ailleui*s 

■ = i»24'45",  ^ 

. , ri"  =.a«57'5i";. 


en  nommant  l’inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites (ïe  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVII. 


Théorie  de  Jupiter. 

100.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes, 
cellès  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L’équalion  ■ 

d'à  = (1  — -X*) 

en  supposant  et  = — et  en  ne  faisant  varier  que 
dans  a,  donne  • ' 

Si  l’on  prend  pour  et  r*"  les  nioyennes^^ distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil , et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTV*^  = =b  1",  on  aura 

0,000  i263o4- 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  0,0001 5.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons,  comme  précédem- 
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ment,  celles  qui  seraient  au-dessous  d’un  dixième  de 
seconde.  - ' 


Inégalités  dt  Jupiter  indépendantes' des  excentricités. 


= 


«Tr*»  = 


(i  + 11^71  sin  {n"t  — n^'‘t  -f-  — »‘v) 

\ ^ 

79", a 13453  sin  (n»t  — -f-  ^ t"') 

' — û}5", 5^4778  Vm  2(rt»É  — /l'^t  ,ivj 

— 16"“, 322841  sin  i{n^t  — n‘^t  ■+•  |V  — i»») 

(1  -f-  3'',753f)(/î  sin  — n'"t  + i*  — %"/) 

— • i", 167972  sin  — n"’t  -f-  — t"')^  \ 

— * o", 409804  sin  6(n^t  — n*''l  -f-  — $">) 

o",r63496  sin  7(n»<  — H-  — «*’) 

^ 'f  i",i4483o  sin  „«v/  ^ ,v,_  ,.v) 

**  I — ©",585549  é\n  n‘>t  •+•  «»• — «»▼), 

» 

r — 0,0000598620  ^ . 

, . T4-  o,ooo647465i  cos  («▼r — 

* ^ * j — ^,0027707679  C08  aC/ï’^t — n‘^t-h 

( — 0,0002890087  cos3(/iTf— -f-  — 1'»). 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 

* ' . ^ * • 

* • ' 

Plusieurs  de  ces  iné{jalités  étant  considérables,  on 
a dû  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefficienS.  P,our  cela,  on  a calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époqués  différentes,  en  tenant  compte  dà  la 
variation  des  excentricités  èt  el  d tirant  cet  inter- 

f 

valle,  et  Ton  en  a déduU,  par  la  méthode  du  n®  66, 
la  variation  du  coefficient  de  l’inégalité  pour  un  temps  * 
t quelconque.  On  verra  plus  Ipin  qu’en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice^  on  a * 

==  o'',  3 14.99,  ^ — o",7365i. 

En  n'ajaht  égajFd  qu^aux  variations  des  coefficiens 
qui  surpassent  60'^  dans  l’expression  de*  cPt^*^  V on  a 
Tome  IIÏ.  28 
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8", 349070 

— 9", 359036  sin  («'"4  -1-  «'■  — «'') 

> — (i33",5f)6oo-^-4o",oo  Ji9233)sm(3n'7-n'^/+3*''-»‘’^-«'») 
-f-  54^^îo  1900 sin  — n''^t-f-3«^—  — a»^) 

— 43", 604479  sin  (3«'  i _ ^ 3,v_  Qjiv_  a,»v) 

1 -|,^8i",i4l70o-4o,oo5i6oo8)sin('3«'^4-»^n”'f-|-3€^-3€‘^-a»^) 
I4-  7",5f)44*5  sin  — 3n‘'<-f-  4*''  — 3i’'' — et*''} 

I — ^4^^93o790  sin  (^n^t  — 3/?‘''4+  4*''  — 3«‘'' — eo'*) 

|-f-  1 ",003985  sin  (5/1 ''f  ^ 4"*''^+  — 4**'^ — ®*') 

3", 657290  sin  (5nyt  — . 4«‘''4+  5*''  — 4«‘''““  «'') 

-I-  o", 39034s  sin  (6/i'f  — 5n‘'’t-h  61''  — 5»*^ — »*'') 

1 — . o", 872467  sin  (6n''l  — • 5n*'^4-+»  — 5**'^ — m^) 

I4.  o",  143044  sin  (7/2 — 6/i‘^/-+-  — 6s‘y—  »*») 

I — o",3iio34  iin  (7«’^ï  — 6/i*’'i-f"  7»^  — 6**» — a»'') 

I — 4">990^J73  shi  (3/?^*'’î — n^'t  •+-  3|*T—  — a»'^) 

o", 544363  sin  (2/i*'-4—  n''t  -h  2*'/—  «v  — 

^-4- 13", 339020  sin  (3n*'^4 — 3/}VÉ  -f-  3»*'' — 3*''  — oa*'') 

— o", 336643  sin  {3n"'li — ■ 3/i''t  -f-  3«*'^ — — 0»'') 

H-  1", 337154  sin-(4«‘'’4—  3n'^i  •4*  4*’'" — 3»’^  — ao''") 

- o",i66i6i  sin  H-  4**'’ — 3*’'  — o»^) 

- o".34»737  sjn  {5n"'l — ^ri^i  + 5*“'' — 4*'^  — 

o",i34677  sin  (/i'  '4 -f- — 00'^) 

- o", 355578  sin  fn^.* t -h  ‘ — »'") 

— o", 581395  sin  (2/1' '4  — n'vf  4-21''' — t*v  — 

-f-  o",iil548  sin  +2*'" — — •'") 

— o", 1890^5  sin  (3/1^*/  *—3/2 'Vf  +3*v« — a**v  — a*v'),- 
’ 

- o, 0003^951 3 -cos  (3/j '4  — n‘^t  + aiv— 

-+■  0,000161474  cos  (3/iVÉ  - — n'^t  + 2«v— 

— 0,^000438638  cos  (3/JV4  — a/t'Vt,  ,4-,34V^ 

0,000865468  cos  (3/2 Vf  — 3/2‘Vf  -J-  3j|V—  3*'V — 

|*4'  0,000130471  cos  (4«''f  — 3/2'Vf  -f-  4*v—  3*‘v~a«v^ 
6,000331907  cos  (4/2 Vf  — .3/2'Vf  -f.  4*V) — 3l*v — 

— 0,000138893  cos  (3/2*Vf_2yîyj  -f-3*»v — 2|V  7-»*’). 

* * * ’*  • ; 

Jnégàîités  dépendantes  des  carrés  cl  des  produits  des 

excentricités  et  des  Inclinaisons.  ' 

loi . La  plus  considérable  des  inégalités  de  cet' ordre 
est  celle  qui  résulte  de  l’action  de  S^rturne  et  qui  dé- 
pend de^Vâingle  5nX— Comme  est 


^r\yL(^i+fAy). 
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une  très  petitç  quantité , à cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilîté  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes,  Fângle  — 5nV  diffère 
très  peu  de  7^"^;  •on  a donc  fait^  usage  pour  calculer 
cetté  inégalité  de  la  formulé  (A)  du  n°  34  et  à cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  bn  a eu  égard 
dans  $oh  expression,  à' Fa'' variation  defe  elémens  de 
Torbile  de  Jüpitet*',  par  dà  irtéthode  du  üg. 
te  On  a trouvé,  par  le  n®  58,  cette  inégalité  en  aSoo 
égale  à ^ 

+ i36",953io  C08 (5n't  — 3n'»t-f>  Si"»  — St**) , ^ • .> 

et  en  2000  égale  à 

% I • » 

— • 77*'»4®8o3  sin  — 3»*^t  -f»  5i^— r 

■+•  1 38", 13567  cos  (5n’X  — + 5é'' — ; 

■ . ■ , .1  . *- 

) 

d’où  l’on  a conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
inégalité  égale  à ^ . 

— ( 84”, 93800  — t o", 0393498)  sin  [5n''t  — 3n’'^t  -j~  5t^  — 3*'''), 

-+- (i38",i3567-f«  X o",oo59Io8)  eo6(5/î'^l — 3n'''X-f-5»^ — 3*'^)> 

OU  bien , en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  s^ul 
par  la  méthode  du  n®  5o , 

/(.«V—  — (1-f.j^v)  (iGi",i4937  X o",oi38a6)sin  (Sn^'X  -p  3rt'’x-4-5f’^ — 3«*^ 

-580  M'34”-x.45",ijo). 

« 

* « . 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter- en 
longitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) , (B) , (C)  et  (D) 
du*  n®  54;  on  a trouvé  aipsi  ^ 
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V o"/7^34o5  sin  ■+-6j*>  4'  >o") 

— ,'5"^363o6  sin  (an^trh^*^  -h  Y5®56'a4") 
.î-^-ii",ai48i8  sin*(3/jY/ — — #*y  +79®3y'48^ 
J'p‘vs=(i’^/u'')  \ — i^'^aSySgi  5io  (4n^i — 

|-f-  1*^575570  siir  (ôn^e — /j 
'-f-  a",3üS8oi  «in 

— 6", 014774  sin  (a/i^f — an'^^-f-at^— ■a*'’'4-4^“4**^44^0- 


- - I 

4**’^“54®  a5'48")  1 
nJf^  *'y4-43<»  17'  i'')  1 

a*»^4-4a®  d(*'4i"h  ) 


• Les  deux  demièi^s  inégalités  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent,  et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités  . ^ . ♦ 

79", 219453  *in  ( ^ + •▼  — l'T), 

— I95",5a4;78  sin  {inM  r-an»^  + ar  — 

donnent  celles-ci  : 

. f 84", 628920  «in  ( e'^-H  i®  8'5a")  1 

(*  h '* l — aoy**, 098191  sin  (a/i’^f — an'^^f  — a»^’'-f*  1*9' 57").  J 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que,  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : ' . % ' 


— (î4- 002019705— t o^oooooooSoya)  cosfSn^f — 3//*^Z-|-5i^»— 3»*» 

- — 58o6'5i"  — z44",4io). 

Grande  inégalité  éCe^  Jupiter  produite  par  V action  • de  Sa-- 
tume,  et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités'  et  des  inclinaisons  des  orbites, 

r • ^ 

ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 


Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne  ,♦  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  njôyens  tnouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  auxdnclinai- 
sons, et  leur  importance  exige  qu  onait  égard  dans  leur 
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• , ♦ 

délermînàtion  ^iix , cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  Vordjrc  du'Carré  des 
forces  perturbatrices. 

On  a d’abord  déterrniné  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiter  dépendante  des  aibes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons au  moyen  des  formules  dii  u®  58.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n®  88 , on  a troqvé 
par  le  n°  71  : ' ' ^ 

^ JL.  m7\,\ 620285 , 

==  . 771^,8070750 , • , , 

' / / = — 771^9,6074688 , 

*=  7n^5,2459i'oo  i 

77iV), 6585781",; 

. ~ 77i^O)552074o; 

De  là , on  a conclu  pour  .1 800 

h 

\ • , 

= — 0,0000520640,  * 

= * 0,0010280971. 

} 

Il  a fallu  ensuite  n*  66,  déterminer  les  memes 
quantités  pour  2300  et'pour  2^0.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  dé  JupUejr  çt  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  avons  donné  n®  91 , les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  ^J’actiqn  des  planètes^ 
mais  il  est  encore  nécessaire  d’avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  de  la  force  perturbalêice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n®  53.  On  a^trouvé  ainsi  i; 
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f 

. ' ; ■cTû)‘’.=  '«;o",53o5Ç2,  '■ 

’/e"  t=  <.o", 048963, 

. . ' i‘ii’  =■  . ■ <.3",o57H2  , ' 

•i'é’  = — ^ <.o-“,og6247'  ' 

• • V . ' 

En  difFëi*entiant  ces  > valeurs , les  quantités  , 

d'Ae*'*  d.$'at* 

1 • > -jf~  y sont  les  accrois semens  de  ^ , 

de'''  d»'  dé''  ' . , 

~dT^  'dt^  ~jt  ^ dépendent, du  carré  de  la  force 

perturbatrice  t en  ajoutant  donc  aux  variations  dé- 
terminées n°9i,  les  cpefficiens  du' temps  t,  dans 
les  expressions^  préçéikntes,  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires , ^011  trouve  ainsi 
pour  aSoo  ; 

^ =:-o",5i4o88,  , %'=  — o",7565o6, 

= 6",685i23,  = i9*,oS5o44* 

« ^ ^ 

On' a calculé  les  mêmes  quantités  pour  200Q/,  et  en 

désignant  ^,.^’ce  qu’elles  devien- 

qent  pour  cette  époque /on  a trouvé 

* i * *•  * 

o">5'd983,  œ — o", 741686, 

* of#  I 'dm  ^ 

~W  ^ ,777219,  = 19",»  19^41- 

' / 

En  supposant  que  t exprimé  un  nombre  d’années  ju- 


•s 
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lien  nés,  on  a généralement*  » 

de*  . 

« 

les  diflérences  le  Second  membre  étant 

relatives  à l’époque  de-  1 800 il  en  serait  de  même 

de/ 

relativement  à , en  faisant  donc  t = 2000  , on. 


aura 

~dF 


o*,oooo  15527, 


^ = .4-  o",ooo47o485  , 


d^é' 

IF 

d^c/ 

'dF 


o",  0000  25900 , 
» o", 0005244^5. 


L’expression  de  e"  pour  un  tertips  quelconque  ^ en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 


e*/4-  t 


dt 


+ - 
' 2 


de 


et  Ton  a pour  o)’^,  ë'  et  0/*  des  expressions  sembla- 
bles, On  aura  donc^aînsi  pour  un  temps  quelconque 
t à partir  de  1800, 

g »v  = e*» -f-  0^5 14088  — 0^000007 765, 

. éu/’  = i.6",685i  22  -f-  «•.o'',ooo'::2^55242,  • 

. , e/=;e’  — i.o'V7365o6 — i‘.o'^oooo  12950, 
fjù]  = û)""  4-  < . i9",o55o444-^‘  . o",ooo  1622425* 


Les  valeurs  de  e\  a/  daps  le  second  mem- 

bre étant  celles  de  1800. 

En  nommant  ririclinaison , et  O Ja  longitude  du 
nœud  aScendànt  d:e  l’orbite  de  Saturne  sur' celle  de 


f 
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Jupiter,  vu  la  petitesse  des  augles  <p  et  (p'  oh  a à très 

peu  près,  n®  8é,  livre  II, 

^sinn  = <p'sina'  — (psina, 

^cosll  = ^'cosa'  — ; <peosct;^ 

. - ' f 

d’où  Tou  a conclu  pour  i^oo, 

y z=z-  i«i5'i2%6, 

n = 126°  6'i4''. 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiaut  ' / 

^Tt  “ ^cos(«t'— nj—  CO8  (tt— n)— ^ sin(k'— n)4^  ^ sin  (*— H), 
^ S siu(«'— n)~  ^ 8iQ(tt— n)+V  ^ cos(«'— n)- <i>^os  (a— n). 

si  l^bn  substitue  dans  les  seconds  membres  pour 

d(t>  dic  dtc  1 , 1 ^ 

~Ji>  .leurs  valeurs  données  n®  91 , . on 
aura  pour  1^00 

TtJ=~  o^.oo»i949, 

^ = — aa', 924657. 

> • ' • ■ . 

En  calculant  par  les  formules^  du  n®  54  9 la  partie 

des  valeurs  de  et  de  ^ , qui  dépend  du  carré 

dé  la  force  perturbatrice , on  trouve 

» 

« 

' S'y  =r=  ^.o", 000 178254, 

cTn  = 007  39080. 

Le  coefficient  du  temps  t dans  .ces  expressions  doit 


. f 
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Lès* ■ vslçtirs  de  ^ et  T(  dsns  le  second  membre  se 
rapportent  à 1800.  < 

Au  moyen  de  ^ces  expressions  j on  a calcule  les 
valeurs  de  e'%  o’,  > et  O,  pour  les  époques 

de  25do  et  de  2800,  et  à l’aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  25oo , ^ 

a’P,  = 0,000154928, 

a’P',=  0,001005397, 

<.  * 

* \ 

et  pour  2800, 

o,ooo5 12547, 

0,000941940. 

De  là , on  a conclu  par  le  n®  66 , 

à*  ^ = — o,ooopoo585557  , 

! ■'  t ' 

= 0,0000000126455, 

/ ,» 

= • 0,000000000057492, 

• ^ dt* 

w 

J or  ~YI  = , O, OOOOOOOQO 147028. 

cIl  ^ I / 

f 

Si  Ton  suppose,  n®  66,  « 

id$' 


œ 


di 
éfP'  ' 


P,=±=P  -- 
P^^  P'  + 


(5nv— 2,1'v)  dt  * 

■ 

dt  (5n^~;2n‘'yé/A*  ' 


on  aura  donc,  d’après  les  valeurs. précédentes, 
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a'p.  = 

— 0,000046367 , . 

a^P',= 

0,001 144276, 

-73-î= 
. ' t 

— 0,000000424589, 

■a' 

».  • , 1. 

« 

0,000000023 1675 , 

/ 

2 

0,000000000037492 , 

dt^ 

. 0,000000000147028. 

La  partie  de  qui  est^  divisée  par(5«^ — ^^‘0%  ^ 
pour  expression  ^ 


(5/i^— an f _ , dŸt  t*  d*Pr\ 

^ ~ * ■+■  * Y <ïî>~  y - an ' -fSi'^-ai  * ^) . 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on.  aura 

‘ * * * 3 ,oi5555— t . o",oa  * • o®, 000077930)  sia(5nv{ — an  * v^-f.5«''-ai  * ▼) 

-4-  (49^088710— «.o", 450095 'f^*.ô",ooooi9S7a)cos(5n^z — an*vf-|-5tT_5*iT), 

• Pour  calçul€;r  .la  partie  de  la  valeur  de  qui  a 
pour  diviseur  5/z^— ^2/1*^,  il  faut  déterminer  les  diffé- 

rences  a — ^ , a'*  , qui  entrent  dans  la  for- 

* . 

mule  (I),  n®  38;  on  trouve 

^^77  12,14696,  * ==w’. 26,46890, 


a 


da' 


■ ^ ^ </N(or  ■• 

^='”’-5o,227.4,  a»^  =m’.4,i3i73., 
65,75870,  = «'.6,75963  ; 
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d’oà  l’on  a couèlu 


« * S 


dP 


da 


- i=  m^.o,oo2333i5, 


= m^.o,oo63o36i. 


La  partie  dont  il  s’agit  a pour  expréssion 


2m^w«V 
5/t''— 271"'  /) 


dP' 

tC*  ^ sin  {prdt — 

//P"' 

— ‘ COs(5w^^ 2W*'-îC+S6^ 


En  la  réduisant  en  nombres, '‘On  trouve  cette  fonction , 
en  1 800 , e'gale  à 

-r-  1 6^^,553864  sin  {^ivt  — — 26*’) 

+ 6",o5299i  cos  {^rCÏ — + 5e''  -r-  26»'').  ' 

On  a trouvé  de  la  même  manière  pour  2000, 

=m-.  0,002358^^5, 
dV 

^ w'’. 0,0061 2 385';^ 

• * * 

•» 

la  fonction  précédente  à la  même,  époque  sera  donc 

égale  à " * 

• • « 

— i5",88745o  sin  {Sri't  — + 5e^  — 2e*’) 

+ 6^',  1 1,74^*  côs  {^rdt  — 272"'^  + ~ 2€’^)  ; 

d’où  l’on  n conclu , pour  un  temps  quelconque  t.  à 
partir  de  1800, 

= — (.*S">353864  7.o",ooî332i)  sin  (Sra^t  — 

-H(  ô^joSaggi  -f-  t.o",ooo3aa4)  co8(5rt»«  — an»vi  — ai‘0- 

h 

s 

* 
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La  grande  inégalité  de- Jupiter /contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  5n\ — pour.diyiseur,  le 
suivant  ; . . ; . ’ ; 

— sin  (5n^t  — an'7  24'»  — 


Ce  terme  est  celui  qui  re'sulle  de  la  variation  dépen- 
dante de  l’angle  5n''t--2n-''t  de  la  longitude  de  l’e*^- 
que  dans  l’expression  de  la  Icutgiti^e  vraie  ; on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres.* En  effet;  l’inégalité 
de.  S dépendante  de  l’angle  S/zV — 5«‘V‘est  a très 
peu  près,  n®  38,  en  h’ayant  egard  qu^ux  termes  qui 
ont  Sw’' pour  diviseur,. égjJe  à 


2k  sm  (SnH  — -f-  5è\ — 3e*’  -f-  /)  ; 

. 

on  aura  donc,  n»  10 1,  " 

À = 80', 57468,  / — 58-ii'34". 

P 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  eV  et  de 
rapportées  n 88,  on  a trouve  pour  la  valeur  de 
l’inégalité  précédente,  en  1800,' 

+ o*,685a4osin(5/i^<-a«  « ai*  v)-  ,»^8 1 5395c06(5/i^/-an  • O . 

En  calculant  la  meme  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 


de  la , on  a conclu  pour  un  temps  ^'quelconque,  à 
partir  de  1800, 

/ï/*v  = (o",685a4o  — i.o",ooo4‘  5 A «in  (5h*t  — afz»»t'4.5,r 2j«r) 

(i",8i5a95  -1-  Z.  o",oooo639)  cos  — »«*▼(  ~ ai*^). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 
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inégalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  deS  inclinaisons;  pour  la  'déterminer 
il  a fallu  calculer,  d’après  les  formules  du  n°  4^  > 
valeurs  des  quantités  etc.,  pour  les  deux 

époquès  de  1800  et  de  2000.  On  a trouve  : 


• ^ « 

PôurtSoo,  , " ' . Pour  aooo, 


‘■«vIVl(«)  = 

' o,oooooot)33o38. 

avM(o)  = 

0,0000009474*  » 

,= 

— 0,00000667^74^» 

<z'MCO  = 

— 0, 0000066737 ÏOy 

aTM(»)  = 

Ojpooo 1750996,  1. 

= 

0, 00001 ^j5i6i, 

= 

— 0,00001939799, 

avM<3)  = 

— 0,00001911456, 

«tMO)  =s 

0,00000785010,- 

rt'lVKO  = 

6,000007^0368; 

' o,oooooi36oo8, 

• P 

av]Vii(5)  = 

i'  o,oooooi3oga4» 

avN^o)  = 

— 0,0000000^05976, 

^ rtTTV(‘’)'  = 

— ’ 0,0000000^3747, 

avK<0  = 

— 0 y 000000 igSaSaS, 

flvN(»)  •= 

— o,oooooço55655, 

a^m^y  = 

— 0, 6000000705 i5, 

<1V]\0)  =-• 

— 0,0000000779a, 

rt^N(»)  = 

■ o,oooooo3585ao. 

rtV]\(3) 

0 , oooooo3585ao , 

4^N<4)  = 

0 , ooooo.ooooS  1 449» 

/|VN<4)  = 

'o',  ooooooooo5o877. 

av]S(ï)  =t 

0,0000000015549*  » 

= 

0 , oooooopo  1 565oo. 

En  vertu  de  ces  valeurs , on  a trouvé  n°  4^  9 pour 


' . ’ * ■ - =;  0,00000749^7 , 

. . . a^Q';==  0,0000091388^ 

et  pour  le^  mêmes  quantités  en  2000 , 

X ) ■ # . ' . . i J 

a^Q  = 0,0000081 55g, 

* • 

=.0,0000087656;* 


de  là  on  a condu  ' ' * . ' 

* • ‘ 

= o,oooooooo33o07 , ; ' • 

dfy 

, a7  — o,ooqooaooj866o5, 

> 1 . at  . 


f 


% 


y 
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uniquement  son  premier  terme;  on  a,  m 4?> 

' . 

et  pour  obteoir  la  valeur' comptète  4e  il  faut 

combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  Valeur  dë  «fR,  de 
maniéré  que  la  somme  ou  la  difteVence  des  argumens 
des  termes  que  l’on  \ considérés , soit  égale  à 
— 2/i"'t  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisphs  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  0n  a tix>uvé,  de  cette  manière,  les 
.résultats  suivans.  , 

i 

* f 

• înégelité  résultante  de  la  double  comhinàison  des  argumens 
^ ' 5n^t — et  zéro  : 

— i''’,gi8a6sin(5rt^i— 2ra''74-5»'^— 2t'^y+o'V4»9^>o  cos;5/zv/-2fz«v;_^5|V_2tiv). 

On  a calculé  ensuite,  relativement  à Saturne,  les 

V * * * t 0 

inégalités  dépendantes  du^  carré  de  la  force.,  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n°  5y,  la  précédente  exceptée,, et  Ton  en  a 
déduit  lâ  partie  correspondante  de  rinégalité*  de  Ju- 
piter, au  nioyen  de ' 1-équation  dë  condition  - 


i* 


m"  V^’  é'C+m''  S/a"  m’)mV«’Ç’=  «• 

D’après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  àura 


m 


\/a^ 


0,4063780  , = 0,000664097  ; 


réqfuation  précédente  devient  ainsi, 


iî 

:c 
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+ 0,406378  -f-  0,000269874^$’^  = O , (a) 

désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moyen 
mouvement  de  Saturne,  relative  à l’argument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  celte  quantité  esta 
très  peu  près  égale  a la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne 
qu’on  a ainsi  ^ 

*9oï*»7»929  8>n  (Sn^t  — -f.  5i^  — a**^) 

— i5o^,5a470* CO»  — a/i'^i  4- 5,v  _ 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  la  partie 

relative  à la  combinaison  des  argumens  272* V 

et  zéro,  on  trouve  même  théorie  , 

= — 4"»44oo7  «î»  (5n»f  — a/î*Tf  4, _ 3,,,^ 

— 34",  1 54 1 a CO»  (5rt H — 5,»  ^ a» * . 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , ou 
en  conclura  pour  l’inégalité  qui  en  résulte  dans  J'f  ■’  ; 

En  réunisMnt  cette  partie  de  à celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète, 

o^694o8sin(5«'r2~àn.Ti4,5,T 
+ i4*,34i76cos(5n^«—  an*^f  4. 5iV  _ ai«v) . 

j’ai  trouvé  par  le  calcul  direct 

= 3", 73539  sin  {5nyt  — a»*»r  4-  5«»  — a»»*) 

+^4^7»ooa  cos  {5n*t  — a««n  4. 5,v 

valeur  qui  diffère  peu  de  là  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
1 expression  de  la  longitude  de  l’époque  des  inéga- 
lités du  meme  ordre  que  les  précédentes  et  dépen-  • 
Tome  III. 
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dantes  de  même  de  largument  de  la  grande  inégalité. 

En  réduisant  en  nombres  les  formules  du  n®  64, 

on  a trouvé 
« 

* 

• ’^=r',3ioa7sin(5n^f-2M  • 1 36a8co#(5n  v-a/z  * ' ▼). 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à la  précédente  dans 
l’expression  dê  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aura 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  l’inégalité,  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice , 

= 1^,00435  sin  -f»  5i^  a»*») 

+i4*»47^4  — a/i*^i  -f*  5t^  — a**^). 

Si  l’on  rassemble  maintenant  les  difierentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer, 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

j (O84",775a5-Éo'',oao749 — f*o",oooo77g3o)8in(5nYt-2/i*Tf-f-5i^-ai'^)  ) 
(7ff',^543-to%4^^*^+**®“>o^®*987a)cos(5nn-an‘n4. 5«^-a«*»).  / 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité^n  un 
seul  > par  la  méthode  du  n**  66,  on  aura  la  suivante, 

(i  H-ft»)  (1  i87",a4^35  — t o", 04844957  *+•  o",oooooaa6o6a) 
xsîn  (5n’i  — • an*^£  H-  5«»—  ai*'^  -f- 3«4o'59"->  1 76", 87700  — t*  o",ooia6ao). 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l’a  vu  n°  29,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 

Ce  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l’argument  de  la  grande 
inégalité , qui  a pour  expression 

a(5nT-art‘'')<\  , . y (--a«»*PFco»a(5»^£-a«.*H«4-5«»-a**^).  f 
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;On  pourrait  réduire  cette  fonction  en  nombres  au 
moyen  des  valeurs  de  et  qui  ont  été  déter- 
minées précédemment;  mais  ou  peut  lui  donner 
une  forme  qui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effet,  soit 


2-7= [ ^-7= — umafbnvi— 

^ É » 


l’expression  de  l’inégalité  précédente,  réduite  en  un 
seul  terme,  en  comparant  ces  deux  valeurs,  on  aura 

H*  cos  2 A = P'*  — P®,  H*  sin  2 A = — 2PP'  ; 

d’où  l’on  tire, 

. - H:=  \/P®  + P'®,  et  tangA  = — P 


Or , la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a pour  divi- 
seur (5n7-‘ — et  qui  ne  dépend*  que  de  la 

première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  peut 
prendre  cette  forme 

Si  donc  on  nomme  K le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  5n7t  — — 2€*^  -f-  A son  argu- 

ment, comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(5n^ — 2h*^)*,  forment  la  partie  principale  delà 
grande  inégalité , on  aura  à très  peu  près  pour 
l’expression  de  l’inégalité  dépendante  du  double  de 
l’argument  de  la  grande  inégalité, 

— -rj  — 8in  ( double  de  l argameut  de  la  grande 

>i  . my\/uy  ^ inegalit^. 
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cette  foDclioa  réduite  en  nombres  donne  l’inégalité 

suivante/ 

^ — 1 2",  2 1 854sin2(5n^^— 271*  — 26***+  S®4o'59") , 

Fexpression  de  contient  encore  l’inégalité, 

+ I e»"A  sin  (5nJt  — 4n»  V + 5é'*  — 4e***  + . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
l’excentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  langle 
5nU  — 2nt  dans  le  terme  | e*sin  (2m  + 26  — 2cû)  de 
l’équation  du  centre , n“  36  ; en  la  réduisant  en 
nombres,  d’après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-ci, 

+ 9',  70 16 10  sin  (5nV — 4^***t+56^ — — 47“5'57^). 

« 

Nous  nous  sommes  contentés , dans  le  n®  36  ; de 
considérer  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l’équation  du  centre,  et  nous  avons  Supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  l’approximation,  considérons  dans. l’ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne,  le  terme 

+ î4  sin  (3T2’V  + 36*^—  . 

En  augmentant  l’exceutricité  e'^  et  la  longitude  a>'^ 
du  périhélie  de  leurs  variations  <Te*^  et  il  en 

résultera  la  fonction  suivante, 

i3  f J'e"sin3(«"«4-«’’— a'»)  Y 

l 

Si  l’on  ne  considéré  dans  cTe'^  et  J'ce>***,'que  la  partie 
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de  leurs  valeurs  qui  dépend  de  l'angle  5n^t  — , 

on  aura,  n®  36, 

— J Kcos(5/î^i — 2n*’<-f-5fc^ — 26*^ — û)*^+A), 

• ^ *• 

e*^ÉTa)"^^  iKsin(5/iV— 2w’^<+5é^— •2Ê*^-rû)*^+A), 

en  désignant,  comme  on  Ta  fait  précédemment,  par 
Ksin  [5n7t  — Sn'V  -f-  5è7  — St''  A)  Tinégalité 
du  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  Tangle 
5n7t  — 3/2' V.  La  fonction  (b)  devient  donc  ainsi, 

•ÿ-e*^‘Ksîn  (5n'’t  — 5n'^t  5€*^+  2Ci>*^  + A) 

ou  bien,  en  substituant  pour  K et  A leurs  valeurs, 

*~  i6i*, 14937  bin  (Gnyt  — 5/i*’2  ■+•  ^ 5»‘»+  a»‘^ — 58®  u'34"). 

O 

f 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne 

\ 

-f-  0^,60744  sin  (5/2*  V — 5/2V+56*'^ — 56^+  35*56^22"); 

en  réunissant  cette  inégalité  à la  suivante , 

+(»+/*’)  »"j»  57972  sin  (5/2*’^  — 5/iV  + — 5é*^), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment,  et  qui  est 
indépendante  des  excentricités , on  a celle-ci  : 

1*687808  sin  (5/i*n  — 5n^« 5«-» 4- ïa®  11' 39"}. 

« ' 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n®  5.3, 
Finégalité  suivante, 

ï 4. Lmy  X/âÿ)  -=• 

7 ' ' ■ — — HKsin(ionn — 5n*v 4-ioi»  — 

4 m'fy  a'f 

En  réduisant  en  nombres  cette  fonction  au' moyen. 
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des  râleurs  précédentes  de  A et  B,  on  trouve' 

3'',  78078 1 sin  ( I on^'t — H- 1 — 56*^—  54®3o'35"), 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  Texpréssion  de  la  longitude  de  Jupiter 
et  de  Saturne  I quelques  autres  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  vertu  de  la  commensurabiiité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens  ; ces  inéga- 
lités sont  en  général  très  petites,  mais.çoraine  les 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
<f autres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  sa- 
jou ter  à.  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Nous  avons  vu,  n»  85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 
cUns, rexpression  de  les  inégalités  suivantes, 


4-e'^Gsin(/-^-n'V-f-£‘^  — . 

-f-  e’ H sin  (/ + 

7 ' I * *'  ' ' . 

< , . ' ■ . • • . T , 

où  Ton  fait,  pour  abréger,  ([lï't — — ê*^)s= J, 

Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  les.  iné- 
galités suivantes,  ’ •'  V • 

-4-  «fe^H  û,t)  — co«  (y-4-n‘v£4^iv^«T).  j 


Si  dans  les  variations  des  excentricités  et  des  périhé^ 
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lies  de  Jupiter  et  de  Saturne , on  n’a  égard  qu’aux 
termes  dépendans  de  l’argument  déjà  grande  inéga- 
lité , qui  en  forment  la  principale  partie , on  aura  ^ 
n»  56, 

= — h cos(5/iV  — V + 5e^  — 26*^  + ^ 

==  — ^sin  (5wV  — -f-  5ê’  — ae*’  -f-  C). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donnent  ainsi  la 
suivante, 

^Gsin(5nV — 26’^— 

Nous  avons  vu,  n®  58,  que  l’inégalité  dépendante 
de  l’angle  — 5w* V avait  pour  expression . . . 

2h  sin  {Sn^t  - — 3n'V  -f-  Sé* — 3ê*’-|-  );  en  la  re- 

présentant donc  par  Ksin(5«’^ — 
l’inégalité  précédente  deviendra 

sin  (5/iV — 272*  V-t-  -r-g’^-f-Aj . 

On  démontrerait  de  même  que  <^i  Ton  désigne  par 
K'  sin  (472V  — 27z‘ V -f-  4^^ — 2g*^  4"  A') , l’inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  l’angle 
4t2^^ — le-  troisième  et  le.  quatrième  terme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l’expression  de 
l’inégalité  suivante , 

K^H  ' 

sin(5/i’^t  — 2/î*^£  -f-  5«^ — 2»*'^ — f — n"ft  — **^,4,  A').  (B) 

a 

€ela  posé,  considérons  les  prinèi pales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes, 
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— i32",596oosin(27zV — — ^*0  T 

+ 54",ioi90sin(2«V — w'V-f-^g^ — — c?^)  / 

~ 42^'>6o448sm(3«V — 272’ V-f-3g^ — 2g*^ — j 

+ 8i",i4470sin(3T2V — 27z’V4-3g^ — 2g’’ — a>^),  j 

*• 

Si  Ton  donne  à la  prenaière  de  ces  inégalités,  cette 
forme 

’ ï32'’,5q6oo  . 

^ e'^sin  {2TiH  — tz* ^g’  — g*^  — , 

et  qu'on  la  compare  ensuite  à celle-ci 

4-  e”G  sin  (/+  n'H  + g’  ^ û>”), 

on  aura 

Gi32'^,5q6oo  /. 

;îf^>  J=  ^n't  — 2«' V + 2f»  — 2|'\ 

L'inégalité  de  dépendante  de  Fangle  Sri^t 3/2”/, 

est  égale  à 

— i6i%  i4937sin(572V— .372*’^-f-5g’— 3g”-^58®i  i'34''), 
ce  qui  donne 

K = — i6i",i4937,  As=— -58®  Il '34%- 
on  aura  donc  dans  Finégalité, 

i3a‘',596oo  ^ - - » . ™ 

»ï4937s*n  (3/iV  — /i*t« 4.3, t 53. 

De  même,  si  Tou  met  la  troisième  des  inégalités  (o), 
. sous  la  forme. 


42’, 60446 


.IV 


e”  sin  (3t2V  — 272”^-!-  3g’— : 2g”—.  r*?”) 
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en  la  combinant  avec  Fînégalîté 

— 161",  i4957sin(5/î^^ — 5n'^t+5è^ — 58*i 

« . * » 

on  aura  la  snivante 

. 161",  14957  sin  (an^t  + 26^ — 58®  1 1'34^. 

' . r 

0 

On  verra,  dans  la  théorie  de  Saturne,  que  le  mou^ 
vement  de  cette  planète  est  assujetti  à rinégalité,  : 

•^652",5866osin(27i'V-4n^^-{-26'»-4g»+59o34Y)*(w) 

Nous  avons  représenté  par  — K'  sin  (2n*^t  —7  4«V  + 
— 4^^^  — A')  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

K'  = 652",5866o  , A' = ^ 59*54^4"/ 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  Fexcen4 
tricité  de  Saturne  peut  prendre  cette  forme,  ^ 

54",ioiqo  , . , . 

e^sin  {2T1H  n'H  4-  2g^  — 8*^  — û>^)  , 

é- 

' ^ . î 

ce  qui  donne 

HS4  • I O I QO  f 

= 27î'V+2g^  — 2g*^^; 

O 


rinégalité  (B)  devient  ainsi, 

' < . f 

— -4-’ .65a*,5866o  «in  (n'n  — 3/i^t  + **»  — *h5gp  34' 4"), 


Enfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  » s’écrire 


ainsi 


8I^^447o  c* 


e»  sin  (3«’<  — an”*  -f-  3e’  — 
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et  combinée  avec  Finégalîté  (m) , elle  donnera 
celle-ci,  . . 

4-  ^^^32  .652«,5866o  sia  (2«’i  + a»’  — 59'54'4')- 

Si  d^s  les  fonctions  precedentes  on  substitue  pour 
e*^  et  é*  leurs  valeurs  relatives  à i8oo,  on  verra 
qu41  en  résulte  dans  /p*’  les  quatre  inégalités  sui- 
vantes, 

r 1/707547810  (5nV—  n'^^t  -f-  Sg’'*— - 58®  1 1^54^0> 

+ o|',57658sin  [271^ t -|-  — 58®  1 1 ^34^7  > 

^ i''i39957sin  (3tîV  — — 5g®54^4*^), 
+ 2^728667510  {2iï*t  +'  — • 59®34'4^0^ 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes,  que  nous  avons 
trouvées  précédemment  et  qui  dépendent  des  carrés 
des  excentricités , 

l-|-n'',aï48i8«in  (3n^É  — «f-S*»  — 79®  \ 

(i-ft/i  ; (aoH  --h  + i5®  56'  >4*)»  I 

donnent  celles-ci , 

/ J-  1 9".49947  + 3»^  — •*▼  + 690  45'  1")  ) 

A — 5",44i9ï0  8i“(3'»^24*  -f- 43®55^9").  ( 

r • 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  a vu  n®  38,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

ç P sm  (5n^<  — 5s''— af'^)  1 

6n'’  — 2n}'‘  { + P'  cos  (Slï't — + 5f^  — 2f**)  > 

— eh  cos  (5tîV  -s-  2n'^t  -f-  5e*^  — 2%^*  — ô)*T.*+;  <T) 
eh  cos  (5t2^< — + 5g’ — 4g*’  -j-  o*’  + J). 
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Cette  fonction  réduite  en  nombrés  donne  les  deux 
inégalités  suivantes,  . * . 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude. 


1 01  .Par  les  formules  du  nogS  du  livre  H,  on  trouve 


- t’i 


o", 997810  sin  (n^t  -f-  — n»^) 

j+  o", 635078  sin  (an't  /i*»t  -h  — Uî’) 

(!+/<▼)  <(+  i", 071136  sin  (3n»«  — 4"  . a«‘»  — !!'▼) 

— 0*^,36734^  sin  {^n'^t  — - 3n*’ï 

— o*,»57430  sin  (3n»^t— ’ /i»È 

en  désignant  par  D*^  la  longitude’  du  nœud  ascen-‘ 
dant  'de  l’orbite  de  Saturne’ sur  celle  de ‘Jupiter. 

Il  résulte  du  n°  4<>  / les  termes  'dépendans  dès 
produits  de  trois  dimensions  des  e^çcentrieités'et  des 
inçlipaisons  ajoutent  à l’expression  de  la  latitude,  do 
Jupiter  la  quantité  . 

3<i»^/i»T  f c^-j,îN(0  sin  (5/î»£  — 3/z‘t£  4. 5«^  — 3»‘»  — n — •▼)  1 
5/jt  — 3/i‘»  t -f*  c'»7-N(®>  sin  (5/»t£  — 3n*»t-f-5ê»  wi3â*t •*•11 

En  réduisant  cette  fonction' en  nombres,  on  trouve 

S' s' ’irs  1 1 5^645si  ri  (3h*  e**-58’*d-5o‘*a6^4^^* 

Les  équations  {f)  du  n®  54,  en  substituant  pour  cp 
et  S'qy  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes,"  * 

<r®"sintt"+ip''cosa'’ ' , 

^ .•  '"t'i*'  •'<»  — - *■  . - 'y— 

Jip”cos»"— ffl‘’sina"’<ra”= rtcy  a"  . , 

les  quantités  J' Il  et  Sy  étant  déterminées  par  le 
meme  numéro.  L^angle*  a*”  dans"  ces  équations  est 


è 
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compté  de  Tintersection  commuoe'des  deux  orbites 
il  faut  doue  en  retrancher  l’angle  H pour  qüè  cet' 
angle  soit  compté  de  l’origine  ordinaire  des  longi- 
tudes, Il  étant  la  longitude  de  rintersectîon  de 
l’orbite  de  m"  sur  l’orbite  de  m".  Les  deux  équations 
précédentes  donneront  ainsi, 


• » • I 

4*^  = 


— [<^>'C08(n — «»»)—  y /n  «in  (II— 


— [<r^«n(n— co«(n— 


»»*▼  y my  y a» 

• 

Si  l’on  substitue  pour  Sy  et  yi^W  leurs  valeurs,  n®  54, 
en  n ayant  égard  qu’aux  variations  séculaires,  les  coef- 
ficiens  du  temps  t dans  ces  expressions  seront  les 
parties  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurâ  de  , et  En  réduisant  les  for- 
mules en  nombres^  on  trouve  la  première  égale  à 

— o'',oooo’]25']6, 

• * r 

et  la  seconde  égale  à • 

©"jOeoSnag. 

En  ajoutant  ces  quantités,  la  première  aux  valeurs  de 

^ et  , la  seconde  aux  valeurs  de  et 
• dt  dt  * dt . ' dt 

du  n*  91 , on  aura 


dt 

CS  - 

dtr 

dt 

= — 

d^" 

dt 

\ » ' » 

dt 
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/ 


«si 


‘chapitre  XVIII. 

V 

■t  •■-" 

’i  , ' 

Théorie  de  Saturne, 

■ . ' ■.4-!, 

102.  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  le?  plus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L’équation  du  maxinumif 

- (i  — «•)  cTV«» , • ' 

que  nous  avons  trouvée,  n*  100,  pour  Jupiter,  de- 
vient relativement  à Saturne , 


J'r»  = — ^(i— a*)J'V.  . 

t 

Si  l’on  prend  pour  r’'  et  r'^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil , et  qu’on  suppose 
= db  i",  on  aura 

= zp  0,000436191. 


On  pourra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous 
de  o,ooü44‘  Nous  négligerons  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et*  en  latitude  qo^seraient  au- 
dessous  d’une  secondeé  . li«  / 


4^2 
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Inégalités  de  Saturne,  indépendantes  des  excentricités,  . 


3"  195964  «in 
^ — 3i*', 887151  sin 
" 6", 647920  «in 
i^,99<»3o5  sin 
j—  o", 706754  «in 
- o",274ï71  «in 
— O*  Il 7744  «in 

I O*', 066873  sin 

-i-K  ) <_  ,«  553^85  «in 
o*,34a838  sin 


(niY£  — nyt  4-  !*▼  — *▼) 
nyt  -h  »*▼  — «▼) 
3(n*U  — hu  -f-  — •▼) 

4(/i«y«  — n^t  4-  «‘^  — •"') 
5(n*n  — n^t  4-  — «▼) 

6(n*Tf  — n^t  4-  «»▼  — !▼) 

7(n*^î  — n'»£  4-  *«▼  — •▼) 

(nT*t  ^ nTi  _f,  ,▼!  --  ,▼) 

a(n»*£  — '>»▼£  + »▼*  •—  »^) 
3(/i^*£  — n^£  4-  •’*  — *^) 
4(n''*i  — r nu  4-. 


Î*  oioo39565 
4-  0,0082557 
4-  0,00)4011 

+(i+«’0  1“  0,0000149803 
0,0004099541 


0^0039565930 

000  COS  -I-  4-  • 

0)4011200 


cos  2(n*^£  — nU  4"  'J 

— s^*)-  } 


cos  a(ttU.  rf^*£4- 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen- 
tricités. 


^ i ,4 


X 


^—11", 637987  sin  ( 4-  — <»▼) 

4*^  r*', 076020^  ( 4»  «c»  _j 

— 2", 087470  sin  (2/i*T£  — rr>t  4-  2i»^  — — »▼) 

i4-  2",7Xii42  sin  (^n*u  — nu  4*  2t*’  — «^  — ^‘’)j 

i—  o*,288i83  sin  0n*U  — wU  4*  3i»''‘—  2i»  »▼) 

l-—  o",22638r  «in  (3n*’t  — anU  4r-  3s*»  ^ r 
I — ( 1 84",  1 4o338 — £o",o  I o2357)sin(2«»f-n  * »£4-.2«»-i  *»-,*▼) 
|4-(4  23",o  1 788o4-£o",o  i 4o3o3)6in(ini»£-n  * ▼) 

y 4-34", 7047 4*^  sio  (3n»£  — 2n*»£  4-  3«»  — 2»*»  — •») 

A***)*^— ij'^,go6457  «ra43*^f  an»»£  4*  3*»  — 2»*»  — - «*») 

I4-  4"»S520i5  sin  (4«^£  — 3n*U  -f-  4»^  — 3«*»  — a») 

t-  a",47ooi3  fiio  (4«^£  — ^n*u  4-  4s»  —^Bs*»  r- 

f4-  j", 41241)  sin  ^5rt'£  — 4«*'^£  + 5t»  — 4*'^  ~~  I 

o'’, 715519  sm  (5n»t  — \n*U  4-  Si"»  — - 4i*^  — 

[4-  o",5i48i'4  on»  ***  ,5«*»£  4.  6s»  — »▼)  J 

— o", 260176  sin  (6n»£'^~  5n*»£  4-  6«»  — 5s*»  — 

4 0^2)8607  sin  (7n'»£  — 6ft*^r  4«  7«^  — 6»*^  — ‘ •») 

\ — o",  108875  «in  — 6/s«»€  4 7s»  «—  8i»v 


Y . 
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i‘',a4*878  «in  ( n^*(  4- 
--  {".oggioS  sin  ( — 

—lo", 907615  sin  (anT't  — 
* 3*,oo53i3  sin  (•n^*f  — 
I— 18", 4*  *093  (3/i^*t  — 

4-(,+^Tt)./-f-27".3a79oo  sin  (3n»*<  — 
‘•4-  o",6o8o43  sin  (4«^*è  — 
o", 828774  sin  (4«^‘* 

I — o",ao3g58  sin  (5n^U  — 
— o", 732493  sin  (2rt^É  “ 
•+•  1 ",654077  sin  (3n^i  — 
y.-|-  o",  157021  sin  (4n^t  — 


,Ti  — t,y) 

,TI  _ 

n^e  -4“  as’* 
nT<  4.  2S’* 
an^É  4-  3«t* 
2nTf  4.  3i^* 
3nU  4-  4s’* 

3ftVi  4,  4,vi 

4n’t  4*  5s’* 
n»*r4-  2s’ 
ün'f't-h  3st 
3rt’*t4-  4s’ 
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s’  — »’) 

s’ 

as’  — «’) 
as’  — »’*) 
3s’  — •’) 
3s’  — ^*)| 
4s’  — »▼*)] 

s’*—  a,t) 
2s*«—  c»’) 
3s’*—* 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des 

inclinaisons  des  orbites,  ' ’ 

En  vertu  du  rapport  qui  existé  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a(7i^— 
diffère  peu  de  — *n;  il  faut  donc^  n*  34,  considérer 
l’inégalité  dépendante  de  l’angle  — 
formule  (A)  du  n°  cité,  on  a trouvé  pour  i8oo  cette 
inégalité  égaie  à 

— 652",5866oiiiY(2n*’£  — 4«’*4* af*’  — 4*"’+- 5g®  34' 4^^}?  . >?' 

et  pour  aooo  la  même  inégalité  devient, 

644"»95344  »i®  (a»*’*  ^ 4^’<  4-  as*’  — 4s’  4*  56®  i l'SS*)  ; 

d’où  l’on  a conclu  pour  un  temps  quelconque, 

....  i 

— (i+/«*’)  (65a",5866o  — o",o38i68)  sin  (2/t*’t  — 4'*"*  -h  ***’ — 4#’ 

+ 5g«  34'4"~ i6o",76). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  dé^ 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ont  été  calculées  par  les  formules  du  n®  34; 
on  a trouvé  ainsi 
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f —(55*, 51470  — t o", 00036643)  sin  {3nU  — 1*»  ) 

1 J H- 840  7' 57- -«  34^55)  f 

• <^  a8", 88860  sin  (»«▼/  — n^t  + «*T  — 83*  l 

a",9744ism(5n»*«»-3rt«»t-|-5*^--3*‘»— 59<*ia'33*  ) 
-f  ■.  a‘',o9io48Îo(3/i^*ï— 3n''^i  -4-3i’*— 3«^ — 66®55'aç)*)l 

+(i4-/*^*).‘|^3o«3g36^sin(3;,Tit__  +3r*—  87®a8' 7").J 

• 

n'"*  étant  une  fort  petite  quantité , cette  cir- 
constance. rend  très  sensible  l’inégalité  dépendante 
de  l’angle  Cette  inégalité  a été  calculée 

par  les  formules  (A)  du  n*  54;  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d’exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  l’on  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
et  de  5rï't  — avec  les  inégalités 

relatives  aux  mêmes  argumens  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons , on  aura  pour  leur 
somme,' 

'■Lfl  Çt ap"j3g.joo  sin  ~ n'^t-h  -I- 77®  4^^ 

— -f.  a%o^4*  — 3*^4-690  6' 19*).  • 

on  a ensuite,  relativement  au  rayon  vecteur, 

r 4.(0^01479844 — < 0,0000007337)  cos(7n.*^e-^n^t-h^t‘^-4*^  > 

\ H-59®a8'9"-«63",a4)*  ( 

/*S — OyOoiï85yi  cos(3n*i  — — 90*  la' 3i")  ^ 
( — 0, 000669a i3cos(  — n^t  + — s’  -h83®a6'3a").  / 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à celle 
qui  est  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé-^ 
pendante  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  suivante, 

(14-^/4*^)0,00762657  cos  (n‘^t — — 6^ — ^4"  * 
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Grande  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  et  des 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons , 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

La  partie  principale  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne, est  celle  qui  a pour  diviseur  la  quantité 
(5/1^  — et  qui  est  du  troisième  ordre,  par  rap- 

port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  du 
premier  relativement  à la  force  perturbatrice.  Cette 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  est  liée  à la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Jupi- 
ter par  Téquation  de  condition , "• 

• « t ^ ^ *.  • 

J.,, = _ . iv» 

En  ne  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 

de  et  en  la  multipliant  par 

relativement  à Saturne , 

—.{^985", 04341 — t o",o6o4<^93 — O o",oooi9i76)sin(5n’^ï — — 2i‘q, 

— ( lao", 79567-^1 1",  1075773-1-^*  o",oooo489o)cos(5n'^£ — — a»*q. 

L’expression  dé  la  grande  inégalité  de  Saturne  ^ se 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  Elle  renferme 
d’abord  la  fonction  suivante, 

0 

e 

l — si»  (5n^£  — a/i*n+  5c  — ai*q 

am*’'/?’  j day 

cos  (5n^/ — a/i‘^£+ 5»''^  *— 2«'q.  \ 

( da^  ^ 3 

pour  réduire  cette  fonction  en  nombres , il  faut 
d’abord  calculer  les  quantités  à'*  f 

Tome  III.  5o 


0 
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on  à pour  cela  l’équation  générale 


T I M(‘>* 

-T-ir  -r  ^ -iz:r  — - ? 


d’où  l’on  peut  conclure  les  valeurs  des  différences 

, etc.  , celles  des  différences 


. <iMC) 

à*  —rzr  , a 


da 


dà^ 


^1»  ^ ^^9  etc., étant  connues.  La  valeur  de 

doit  être  prise  pour  celle  de  N^'^,  et  réciproque- 
ment dans  le  n"  loo.  De  l’équation  précédente,  on 
déduit  d’ailleurs  les  deux  suivantes. 


day 

dŸ' 


da' 

JP' 


au  moyen  de  ces  formules,  on  a trouvé  pour  i8oo> 

//P 

a^*  V,  = — o,oQïa3oa5a, 
da^ 

a'‘  4^'  = - 0,004465564, 

dar 

et  pour  l’anpée  2000, 

= — o,ooi5io6o34, 

da 

^ — 0,004564999. 

D’après  aes  valeurs,  la  fonction  precedente  était  en 
1800  égale  à 

4.  49'*,59o49  sin  (5w’«  — an'V  4-  5s’  — as") 

— i5"j496i5  côs (5nV  — an‘*< 4"  5^  — a«'*). 
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et  en  2000  égale  à 

-h  48',  27821  sin  {Sîft  — -f-  5é^  — 2«‘^j 

— 14'', 49567  cos  {Slï't 2/1*  V + 2€*^)  ; 

d*oii  ron  a conclu , pour  un  temps  quelconque  t ,■  la 
valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(49^',  59o49-<o'^,oo556 1 4)sin(5/iV-2/j*^^-f-5^-26'^) 

L’expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  con- 
tient encore  le  tèmié 

— { é*h!  sin  (5//V  — -t-  5g^  — 2g'^-|-  cù''  -j-  , 

en  désignant  par  2^sîn  (4/î’^— 2/^‘Y+4^^ — 
l’inégalité  de  dépendante  de  l’angle 
d’après  cela , en  réduisant  en  nombres  la  fonction 
précédente,  on  trouve  qu’en  i3oo  elle  était  égale  à 

7",66975  sin  (5/2V  — an'V  -f-  5g’  — 2e*’j , 

-1“  4^^“^*  ^ cos  (5/iV  2/1* V -J-  5f’  — 2g*’); 

et  en  2000  elle  deviendra 

7%  14086  sin  {5n^t  — Tn'^t  -f-  5g’  — 2 g*’) 

-f-  5",  I 5753  cos  (5/2’^  — 2/2*’^  + 5 g’  — 2g*’); 

d’où  l’on  conclut,  pour  un  temps  quelconque  l’i- 
négalité , 

(7",66975  o",oo26444)sîn  (5/2’^-2/2*’<-f-5  g’-2g*’) , 
-j-  (4^', 680 1 1 +<o’', 002287  * ) cos(5n’ij^2/2*’/-|-5  g’-2g*’) . 

La  partie"  de  la  grande  inégalité- de  Satnrnedépen*^ 

3o.. 


1 
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dante  dès  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupiter , en  multipliant  celle-ci 

nar  — ”*'*  : on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  à 

m’ s/a" 


+ (»G",a5388  — t o",oo48677fi)  (5n’<  — tn'-t  + 5.'  — m"), 

— fjo“,9l3o7  + t o",oo86lol6)  cos  (5n»<  •—  on'*/  + 5t*  — os”). 

Quant  à la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne , qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba^ 
trice,  on  la  déterminera  par  les  formules  du  n”  Sy. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 


= — Za'n'/dtJ’d' . /R'  -f- 1 (f 

le  dernier  terme  de.  cette  formule  donne  l’inégalité 
suivante) 


1 7oao»in(5»^f — 2/1* ^t+5»’— a» • '^)4*o",a3 1 85  cos(5/i^r— 4/i * ai ‘ . 


Cette  .iriégalilé ‘est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ; considérons  donc 
uniquement  son  premier  terme;  on  a,  n°  4y, 


fit' 


et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  , il  faut 
combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  cTR , de 
manière  quç  fa  somme  ou  la  différence  desarpmens 
des  ter|nes  que  Ton  a considérés,  soit  égalé  a 
et  quela  somme  des  exposansdes  excen- 
tricités et  des  inclinaièons  dans  ces  ierrt\p  ne  dépasse 
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pas  trois.  On  a trouvé  de  cette  manière  les  résultats 
suivans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  €irgumens 

• 5n*t—‘itn^''t  et  O : 

1 3*,o3344*iD(5/i^f — an  • ^£-4-5»^— at  ‘ »)H-o",8 1 669  cog(5n»£— an  * »<-f-5t^-ai  ‘ '') . 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

^n^t  — et  n'^t, 

— o",8g6a4«in(5n»£ — an*’^£-f*5t’^— a* •»)— 1^,37730  cog(5n»/-an‘''£+5«^-a»*»). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

3d*t  — 2n‘’'£  et  nn^t. 

i*,483338in(5n»£— an*»/+5«^ — ai‘*)-f-3",o434ocos(5nV — an”£-4-5«^»-a«*’'). 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  des  argumens 

T.ri'l  — 211*'^/  et  Zn^t , 

o",aao9isin(5n'^£— an*^£+5«^ — at‘^)-H>*^»a3748  cos(5n^£ — an*’£7f-5i’— a#'^). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Zn'^t  — et  nn^t  — n*’/, 

■> 

î *',857oasin(5n''£— an  ' ^ a»  ' — 1 ",  1 848 1 co8(5n^f — an  ' a*  ‘ ») . 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

3h^t  — n"'t  et  zn^t  — n'V, 

3",4G6o7iîn(5n’^£ — an*’^£-f-5t'^ — a»»')— 4o",36a6oco8(5n*£— an*^£-4-5»v-ai‘»). 

Cette  inégalité  a été  calculée  en  réduisant  en  nom- 
bres les  formules  des  n°*  60  et  61  .On  sait  que  Laplace 
s’était  contenté  de  déterminer  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu’une  erreur  de  signes  rendait 
fautif  le  résultat  auquel  il  était  parvenu , on  voit  qu’il 
avait  à tort  négligé  plusieurs  inégalités  du  même  ordre 


I 


-4.^^  — ' — 4.» - ;',v^ 

i ♦' 

i ' 
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. que  celie$  dont  il  avait  tenu  compte , et  qui  doivent 

I concourir  à former  la  partie  de  la  grande  inégalité 

i que  nous  considérons  en  ce  moment. 

Inégalité  résultante  de  la  cxnhbinaison  par  voie  de  soustrac- 
tion des  argumens  'jn^'t  — ^n'''t  et  2n''t-—  2n''*t, 

*— i6",o68958in(5nV— — at‘’^)-f-ï",959i4co8(5/iT«-an*’'<-f-5*^-a«‘»). 

! Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 

' mens  6n''t  — 3n"'t  et  n'*t  — n'''t, 

* 

i 6*',o4586  8in(5n»f — — a»*  ▼)+»", a3454  cos(5nV — an»’i-f-5*^ — a»*»). 

' Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 

mens 'jri^t  — 5n'''t  et  2ri*t  — 

. — o'’,548o88in(5«’'f — an*’/4“5t'^-at*»)-f-i",a96o3co8(5n^f— an*’^£-t-5«''-ai*T). 

En  réunissant  les  dix  inégalités  précédentes , on  trou- 
vera que  lenr  somme  est  égale  à 

-^io'',^6356sin(5a’^f-an‘»z-f’5»''-ai*'^)— 33*,io558co8(5n»t-an*»i+5i'^-a»‘^). 

Cette  inégalité  se  rapporte  au  moyen  mouvement 
' de  Saturne;  en  réduisant  en  nombres  les  formules 

du  n®  65,  on  trouve  pour  Tinégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  l’époque , 

— 9",8a4y78in(5rt’'/ — an* '7+  — ai**')— -i",oafi70co8(5nv^-an*^7-f-58*^-a8»*). 

En  réunissant  cette  inégalité  à la  précédente , on  aura 
la  valeur  entière  de  la  partie  que  le  carré  de  la  force 
perturbatrice  ajoute  à la  grande  inégalité  de  Saturne; 
on  trouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

o",93879sin(5n''< — an* — a» ' '>) — 34*, î 3aa8cos'5n^f — an  * '/-f-Si’^-^ai* 

En  rassemblant  maintenant  les  diverses  parties  de  la 
grande  inégalité  de  Saturne,  on  aura  pour  sa  valeur  ' 
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totale, 


f+  (I 


(1900", TyoSo-to", 0473357— t«o", 000191 76)8in|  | 

1 1 

84'',657o4-ti%o96a565+i*o",oooo489o)co8<  > 

Eü  réduisant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul , par  la  méthode  du  n®  3o , on  aura 


_ ^ „ f r •»  r Sn^t — a»»T4 

, . .f  aoo6",G6o6o  — f 0 ,1 14 10940 1 . I o-oo/o  » , e q l 


Cette  grande  inégalité, ainsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond,  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction , soit  à cause  de  l’incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter,  soit  en  vertu 
de  quelques-unes  des  inégalités  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  être  nécessai- 
rement très  légères;  l’inégalité  précédente,'  comtpe 
nous  l’avons  dit  n®  65,  doit  s’ajouter  au  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  l’expression  de  la  longitude  vraie  le  terme 


a(5/iy  — /\ — ïPP'cosa(5/m — 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul , on  peut , comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  prendre  la  forme. 


52 

8 


a/yivy/aQ 

m*y 


sin  ( double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité  ) , 


ll'sin(2/i’’^  — 5ri^t  -f-  — 5g’ — B')  étant  la  grande 
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inégalitéft  de  Saturne.  En  réduisant  cette  foritiule  e» 
nombres^  elle  donne  Tinégalité  suivante^ 

• f 

^-29^76 1 56  sin  2 (5wV—2/2' 2€*^4.3‘‘38'32"). 

Parmi  les  inégalités  du  second  ordre , l’expression  de 
la  longitude  de  Saturne , contient  encore  la  suivante^ 


4 


(3m‘Tt/a«T-f-amvV/av)  -7  . 

H'K'sm(9rt'f 


4n«'7  4. g,v__ ^ A'-4- B'; . 


On  a , par  ce  cjui  précède , 

K'  =J652",5866o  , A'  a==  — 59®54'4"; 

en  réduisant  en  nombres  Tinégalité  précédente,  elle 
devient 


8^,76570  sin  — 4g'»  — 55°55'52^). 

L’expression  de  la  longitude  de  Saturne  contient  en- 
core l’inégalité, 

sin  (3/iV  2/1' V -f-  — 2e*^  -J-  cT'), 


2h'sm{^Tft~2n'^t~^4^^ — 2g'^+d  ') ; étant  l’inégalité 
du  mouvement  en  longitude  de  Saturne  dépendante 
de  l’angle  — 2n'''t.  Cette  inégalité , réduite  en. 
nombres,  était  en  1800  égale  à 


45'',8o584  sin  [ZnU — 2n}'’t  -rf-  5g"^— ag*^+29"34'i6'% 

t ^ 

et  en  2000  elle  sera  égale  à 

44^76493  sin  (3/zV  — 2«'V-f.3g^— 2g«"+  5i“52'52'^); 


d’où  l’on  conclura  pour  un  temps  quelconque, 

(45",8o3«4— f O;O05i946)  sin  (3«'j_a;iivf4-3»v^  3,1,4. 3^0  34'i6"—«  4i“,5î.), 
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Si  dans  lexpréssion  de  la  longitude  vraie  de  Saturne . 
en  fonction  de  la  longitude  moyenne,  on  considère 
le  terme  > . •>’  •* 

. f§  e’*  sin  (Zri't  -f-  — 5a)’) , . î / 

et  qu’on  y *aùgtnënte  rèxcentricité  .et  la  longitude 
du  périhélie  aè  leurs  variations,  on  aura  la  fonction 

'2  5 (nV  4-,  «'  — “’)  1 f . 

4 ( — cos  ’ — ai*),  J ^ 


Si  l’on  ne  considère  dans  cTe’  et  J'ù)'*  que  la  partie 
dépendante  de  l’angle  5ri*t  — 2n*^t , on  aura  n’  56  , 

2(^"é*= — R'cosfS/zV — — 2É*^ — , 

2e*Scû'*  = — K'sin(5«V — 2«'^<-j-5f26'^ — 0)^-4-A'), 

en  désignant  par  — K'sin(2«'^i — 4^iV-j-2g'’ — 4*^ — ^0» 
l’inégalité  du  mouvement  de  Saturne,  dépendante  de 
l’angle  2n''*t  — 

En  substituant  pour  K'  et  A'  leurs  valeurs,  on  en 
conclura  que  la  fonçtiolf  (o)  devient 

— ^ e''*  65»", 5866  sin  (»n — -f-  a«‘»  — »•»  — a»»  -f.  5q°  34'  4*")* 

O . ' • 

S ^ # • 

Celte  quantité  , réduite  en  nombres,  est  égalera 

— 4 '>2092  sin  [2?i'*t — 2ÎÏ' — 2g^ — I i8®42'56'0? 
eu  la  réunissant  à l’inégalité 

— ( I + 5 1 ",887 1 5 1 sin  2 (n"*t  — n'*t  + g*^  — g^) , 

que  nous  avons  trouvée  précédemment,  et  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités , on  aura  la  suivante , 


— (i  -I-  /w‘»)  3o",09a435  sia  (an' — an'£  H»  as*’  •—  ai’  — 2'49*)- 
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Considérons  les  inégalités  du  second  ordre , résul* 
tantes  de  la  variation  des  excentricités  et  des  périhé^ 
lies  dans  les  termes  de  l’expression  de  la  longitude 
vraie,  qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  .Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter. 
L’expression  de  contient  les  deux  inégalités  sui- 
vantes, 

e^G'  siû  (jf  nV  -f-  ^ e^)  • 

-f-  e*’H'  sin  + nV  -(-  g’  — , 

en  supposant  y siî:i(7iV  — g^  — g*^).  Si  l’on 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  J"é^, 
on  démontrera  comme  dans  le  n®  loo,  qu’il  en  re- 
stdtera  les  inégalités  suivantes , 

— ^^sin(5n''< — 2n'  ^/-j-5g^ — 2g‘  ’ — f — n'^t — g ’-f-  A') , 

— sin(5w'"< — 2«' — 2g”^ — y— «V— rg’^-|-  A), 

en  représentant  parK'sin  — 2«*V-}-4r — ag'^+A^ 

l’inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l’angle  4^^<-2«*%el  par  Ksln{5/î’^-5w*^<-f-5g*-5g’^-[-A) 
l’inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l’angle  5n*t  — 

L’expression  de  cTp’  renferme  les  quatre  inégalités 
suivantes,  dépendantes  des  simples  excentricités: 

— 184^^1 4^558 sin  (2«V  — n"'t  -f-  2g^  — g*^  — co^), 

+ 423*017880  sin  (2«V  — n'^t  — 2i*  — g’^  — 

-f-  34*70474^  sin  (3nV  — 2w’V  -|-  3g^  — 2g’’'  — 

— 1 7^906487  sin  (3n7t  — 2n^"t  -f-  5g^  — 2S^’  — 
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rinëgalîté  du  mouvement  de  Saturne  en  longitude, 

65a",5866o  sin  V— 

combinée  avec  la  première  et  la  troisième  des  inéga- 
Utés  précédentes,  donnera  les  deux  suivantes, 

■f  «in {n»u  - 3/i»z  +•'»  — 3i»  + 59«34'0 

— ?£j^2i?.65ar,586Go  sin  -f-  ai»  — 5g*  34'  4*). 

l’inégalité  de  Jupiter, 

+ 1 6 1 ",  1 4937sin(37i'^« — 5«^+58o  1 1 '54"), 

combinée  avec  la  seconde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités , produira  celle-ci , 

i6i', 14937  sin  (n»»£  -3n»f  + •»»  — 3i»*f  58«>ii' 34*) 
161*,  14937  sin  (an»/  ~h  a*»  — 56*  i x*  34"). 

En  substituant  pour  e”'  et  leurs  valeurs  relatives 
à 1800,  les  inégalités  précédentes  donneront  dans 
l’expression  <Jc  les  quatre  suivantes, 

— 5",  ï 877g  sin  (3/iV  — n'"*t  -|-5ê’  — g'^  — 5g®  54'4^') , 

— 3",43 1 1 1 sin  (3n^/  — Tz'V-f-Sg’— g>^— 58®  1 1 ' 34"), 
-f-  0^,97773  sin  (an^t  -|-  ag’  — 5g®34'40  > 

rf-  o",  1 4524  sin  -j-  2g^  — 58®  1 1 '340  p 

en  réunissant  les  deux  premières  inégalités  à la  sui-> 
vante, 

•—  5505i47O  sin  (5wV  — n'^t  + 5r  —g*®  +84*7^57"), 
qui  dépend  du  carré  des  excentricités,  on  aura 


celle-ci 


THÉORIE  AN ALYTIQÜE 


— 48", 89204  sin  (3nTt  — n‘V  -f-  78®3'55^). 

Il  nous  reste  à considérer  les  inégalités  dû  rajon 
vecteur  de  Saturne.  On  a vu,  n®  38,  que  son 
expression  renferme  les  termes  suivans, 

f aT  sin  (5/1^/  — - Si’  — 2i’’)  I 

| -f-  a^P'  cos  {Sn’t  — 2n* * V + 5g  2g'^)  S * 

— eV^'  cos  — 2W' V -f-  5g^  — 2g*^  — -f-  eT')  , 

• + e’h^  cos  (3ÛV  2«‘ V 3g^  — 2§*^  -f-  û)' 

Cette  fonction,  réduite  en  nombres,  donne 

f 

/ 0,000946678 cos (5nvf — a/i‘»t+5*T — a**^-f-3ao3a' ii")  1 

^ I _|^jOOo83og38cos(3/:v£ — — a§*’+ ag®4o' 1 

£n  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  aux  sui- 
vantes qui  dépendent  des  simples  excentricités, 

J . C o,ooii7a4a  cos  (3n»t  — a/ï*vf -f- 3»’ — a«‘^  — çf»)  1 
'*  ^ ( — o,ooo63o65  cos  Çin'^t  — an*»/  3t»  — ai‘»  — •*»),  | 

on  aura 

.//•Ts=(i  -^-^»)  OjOooiSSago  cos  (3n»f  — an*»/  -f*  3s»—  as‘»r-»  38° 55' g"). 

« * *' 
Inégalités  du  mouvement  de  Sdlume  en  latitude. 

io3.  Par  les  formules  du  n®  q5  , livre  II,  on  a 


i", 809686  sin  (n*»/  H-  si»  — n») 

__  ^ - J — o*,a533o5  sin  (an*»/  — n»/  -f-  as*»- 

^ 3">'83i793  sin  (an»/  — n'»/  + ^s»  - 

, — o'SagSgS  sin  (3n»/  — an*»/  + 3s»  - 
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^ . f4-  o",î 33730  sin.  (an’ — H’*)! 
^ '*1'+*  0^,671373  siri  — an-’t  -f-  3i’*—  3»’— 

étant  la  longitude  du  nœud  de  Torbite  de  Jupiter 
et  n^‘  la  longitude  du  nœud  de  Torbite  d’Üranus 
sur  Torbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  n®  réduites  en  nombres 
donnent  Tincgalité, 

*’=— 9*, 306368  sia  (4n’<  — 3n«’É  — i**''  — 60*  a3'  54"). 

En  appliquant  à Saturne  ce  que  nous  avons  ditn®  loi^ 
relativement  à Jupiter,  on  verra  que  les  termes  dé- 
pendansdu  carré  de  la  force  perturbatrice , ajoutent  à 

d(p'' 

la  valeur  de  ~ la  quantité. 


cos  (n  — et’  ) — sin  (n  — «’)  J i 


da'^ 


et  à la  valeur  de  la  quantité, 

— — ^7^^ r Y (n~«’)  -f-  ^ cos  (n  — *’)  1, 

Sy  et  y<Pn  étant  déterminés  par  les  formules  du 
n°  54*  La  première  des  fonctions  précédentes,  réduite 
en  nombres,  est  égale  à 

o",oooi554  ; 

elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ~ et  de 

du  n®  ^ . La  seconde  fonction , en  la  réduisant  en 
nombres , donne 

• — 0,001896, 

quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^ et 


4t8 
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A.’ 


de  ^ , du  même  numéro;  on-  aura  ainsi 

ilt  ' 


^ 

dt 

dt  

^ 

dt 

da^^ 

dt 


■ o>ioo6id4> 
0,1420116, 
9,15905, 

•i8,90ii9. 
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CHAPITRE  XIX. 


Théorie  dUranus, 
io4«  é(\uaX\on  maximum 

cTa  = ( I . a*)  cTV 


donnée  n*  loo,  devient,  relativement  à üranus, 


En  prenant  donc  pour  d et  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  d’Üranus  àu  Soleil,  et  en  supposant 
cT<^^'  ==  i'^,  on  aura 


On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur ati- dessous  de  rir  0,001^7.  Nous  négligerons 
d’ailleurs,  comme  d’ordinaire,  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  au-dessous  d’un 
dixième  de  seconde. 

Inégalités  éfUranus  indépendantes  des  excentricités . 


«rr’'  .3=  0,00177926. 


A f 5a", 969^60 

^*1-  oVg^44 


5a", 969^60  sin  »«▼—  ,»•) 

■—  ««1  a;VT/w.  ,^TIf  ^ — ,ri; 


1 


4So 
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tr-=(f+u")A  1 

V o,oo495'a5845  cos  -f*  **''  — »^*)  j • 

+ + o.o»«®'4I68  1 

' ” ^ 14-  0,0033894^54  cos  {n'^t  — + «■»  ""*'  *)•/ 

Jnêgalilés  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 


— i", 34^55  8În  ( 4-  — • «vrj 

(4-  î",3789'|6  sin  (an'»<  — «vij  2i«t—  è»* 

|—  3", 6751 14  >in  — n*'^£  4-  a»^* — 

, — o",aa53oo  sin  (a/i^*£  — n*’£  4-  at^'—  **▼ 

— i", 33888a  siu  ( iv>t  4-  — a»*) 

'4-  o",ao5a5i  sin  ( n^t  4-  — »’) 

— o", 309839  sin  (a/ï^£  — n»*£  4-  a«^  — !▼* 

I4-  o",839473  sin  (an^t  — n'*£  4"  3i'’  — 

I— (an^»£ — «'<  4-  ai^' — 

4*(*4-  /*’)•/  — £o",oo79448)8in(an'  *£-n^£4-2f’^* 

44-  a", 373656  sin  (3/i^*£  — ’x'n'>t  4-  3»'’  — a»^ 

• i'\56goï4  sin  (3a''’t  — are^£  4-  3i'^‘  at^^ 

^4-  o",4o93a3  sin  (4n^*£  — 3/i^£  4-  4*'"  — 

— o", 269300  sin  (4«’*£  — 3n'^£  4-4*^'  3*^ 

V4-  o", 130767  sin  (5/i^*t  — 4-  5*'^*  — 4*^' 

J'r»»=(i4-/w^)  o,ool6i835858cos  (an’^'i  — — »» — «▼) 


- ( 

— «"‘)  I 

— a»«'^)  ) 


«Tl) 
«T) 
»TI) 

•»T-«T) 

- »'•') 

— «^) 

«T.) 

«») 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

r— (ia6'',75iao6--£  o",oi45ao)  sin(3/i^*£--/t’'£ 4-3r* — •» 

X ly-l  -I.  TA  ) — 88M9'6"— £i7*,3o5! 

d'M«»—(i4-f*  h<_^  i",639oo3sin  anT£4-4,»«  — ai'  — 38<»34'53*) 

(4-  8",oi6o3oosin(/ï^£  — rv^t  4-  *t — *ti 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à l’iné- 
galité relative  au  même  argument  et  indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 

(1  + u^)22",  i5oi  iôsin(/z''^~n^7-f-fc^ — 

Pour  les  inégalités  du  rayon  vecteur  on  a 

#rT‘  ='—  (1 4-/*^)  0,000723562  «08(3n'»‘£  — n'>t  4-  3i^'  — 4-75"  o'  40* 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

ji/Ti  — — o",<}<)ooo  sin(5n'  ’f  — 68®  a3' 3i"). 

• ’i  ’ 

Inégalités  du  mouvement  d’Vranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d’üranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et  qui  ne  dépendeVlt'qtie  dt^ 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elle^  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n^  g5  du  livre  II  : 

/j-»*  = (i  -4-  o",66ao46  sin  ( /l'tf  -f.  »•?  _ n*'') 

^ f o" ,8765^3  sin  ( «’i  — n»)  1 

+ ('  ^ A*  I ain  ('J/J»'/  — n'‘ t + 

en  désignant  par  fl*’'  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  l’orbite  de  Jupiter,  et  par  O'"  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l’orbite  de  Saturne  sur  celle  d’üranus. 


V 
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CHAPITRE  XX. 

# 


Équations  de  condition  qui  existent  eiUre  les  iné^ 
^alités  planétaires  et  qui  peuvent  servir  à vérifier 
leurs  valeurs. 


io5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fols  l’occasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à longue  période  de  deux 
planètes  m et  m!  soumises  à leur  action  réciproque , 
étaient  liées  par  la  meme  équation  de  condition  que 
les  variations  séculaires,  cest-à-dire  qu’elles  étaient 

à très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  a 
à m!  s/~a!  ; ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  l’expression  de 
la  longitude  vraie.  C’est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d’autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  , la 
période  de  l’inégalité  devient  plus  longue , que  nous 
avons  déduit  l’inégalité  de  Vénus,  résultant  de  l’ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l’angle  1 — 'érét 
de  l’inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a pour 
diviseur  et  qui  dépend  de  la  première 
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puissance  de  la  force  perturbatrice  do  la  partie  cor- 
respondante de  Jupiter.  On  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes , que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédons , et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément; mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  soin  , et  qu’elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications , il  serait  superflu  de  nous  y arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière , à cause  de  leur  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  inégalités  peuvent  de- 
venir considérables  dans  deux  cas  ; i*.  si  la  quantité 
/Çn'  — est  très  petite  par  rapport  à /i  ou  n'  ; 

2®.  si  cette  quantité  diffère  peu  d’être  égale  à — /i  ; 
parce  qu  alors  i(n'  — n)-f-2/2  étant  une  très  petite 
quantité,  les  termes  afléctés  de  ce  diviseur  acquiè- 
rent une  valeur  sensible. 

Or,  dans  le  premier  cas,  Tinégalité  dépendante  de 
Targumeot  i (n't — nt)~-\~nt  croît  avec  une  grande  len- 
teur , et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m et  de  z/i'sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à toutes  les  inégalités  de  ce  genre  , 
c’est-à-dire  que  le  coefficient  de  l’inégalité  de  m*  se 
déduira  du  coefficient  de  l’inégalité  de  m en  mnlti- 

pliant  celui-ci  par  — -rr,.  En  effet  p dans  ce  cas , 

m y a 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 
de  l’expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé , proviendront  de  la  variation  du  moyen 
mouvement,  à cause  du  diviseur  \_i{n — n)-f-w]* 

5i .. 
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que  rîntëgration  leur  fait  acquérir;  considérons  dans 
le  développement  de  la  fonction  R les  termes  de  la 
forme 

cos  é'  — e)  -|-  -f-  é — oû\ 

-f-  m'M^‘Vcos[/(w'r — nt  -j-  é'  — e)  -f-«/  g 

L’expression  de  la  fonction  R'  relative  à l’action  de  m 
sur  m'  renfermera  les  termes 

mM^®^ecos  [i  nt  — «r  -f-  g'  — g)  + g — cù\ 
/n'M^'^e'cos[t(/2'r  — -f- g'  — g) -4-  /zr -}- 1 — co'\. 

Si  l’on  suppose  donc  i{n* — n)  n une  très  petite 
quantité,  en  n’ayant  égard  qu’à  ces  termes,  on  aura 
à très  peu  près 

mfdK  m!  f d'I^  = o. 

Et , par  conséquent , d’après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n°  42 , en  ne  considérant  dans  ti'v  et  cT/  que  les 
inégalitésqui  dépendent  de  l’argument  — nt)-^nty 
on  aura  entre  elles , à très  peu  près , l’équation  de 
condition 

m S'v'  ^o. 

Prenons  pour  exemple  l’inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l’action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l’ar- 
gument 

Cette  inégalité  est,  par  le  n®  96, 

— 1 '',42^^900  sîn  (^«'7  — OLu't  -I-  — 2fi'  — û>'). 

En  multipliant  par  — -^^4  =—  1,042705  son 
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coeilicient^  on  a pour  Tinégalité  correspondante  de 
la  Terre 

48785  sin  {orft  — + 5g"—  21'  — ca). 

Le  calcul  direct  a donné 

-h  i",i5i  10  sin  (5w'7  — 2n7-)-5g"  — 2g' — a»'); 

résultat  qui  différé  peu  du  précédent. 

106.  Supposons  maintenant  que  i{n' — n)-{-2n  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à ou  à Il  est 
aisé  de  voir,  n®  84,  livre  II,  qu’alors  la  partie  des  iné- 
galités de  m et  de  m' 'dépendantes  de  l’argument 
i(n!t  — nt)'^nt^  qui  a pour  diviseur  i{ri — 
et  qui , par  conséquent , .est  la  plus  considérable  , 
provient  de  la  variation  de  l’équation  du  centre  dans 
l’expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc , 
dans  ce  cas , se  borner  à considérer  cette  partie.  Le 
développement  de  la  fonction  R renferme  un  terme 
de  cette  forme  ; 

cos[i(n'< — — «)-I-  2/it~f^2e — ^ — ; 

il  en  résultera,  n®  8.1,  livre  11,  dans  et  epc? , les 
inégalités  suivantes  : 

/e=  —7 r— MO)e  CO»  [t(/i  t — ni  -I- 1 — -4-a»»— »— 

t {n  — «)  H-  ’ 

t 

«$(»=.  . M(*)e' sin[i(n'£  — «t-f  •) -4* — » — a»']. 

L’expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 


2j'esin(n^-j-g — a»)  — 2eJ^ct)Cos(nt  -f-  g — &>). 
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EiH  vertu  des  inégalités  précédentes^  on  aura  donc 
dans  celle-ci  : 

L’expression  de  la  fonction  R'  relative  à l’action 

de  m sur  m'  renfermera  le  terme 

/ 

mM^*  Wcos  — wi  + g — g)  -f-  2«^-f-2g — û)— ^ A»'j  ; 

et  il  eu  résultera , par  conséquent , dans  JV’  l’inéga- 
lité suivante  : 


2mtt'n* 
i {n'  — n) 


M(')es‘m  [(t  — i)  [n't 


— /!<  -f-  8^  — f)  nt  -f-  • û»] . 


Ces  deuX'  inégalités  du  mouvement  de  m*  et  de  m 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  m!\/a'e^  à m\/ae^ 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière , en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 
ae 

m' de' 

étant  une  quantité  assez  petite  par  rap- 
port à et  même  à on  aura  dans  en  faisant 
1=4)  une  inégalité  dépendante  de  l’argument 

dans  une 

inégalité  dépendante  de  l’argument 

-f-  3g'" — 2e" — 6d".  La  première  est , par 

le  n®  97 , 


— 0 . 557202  sin  5w'<  + 4«^^  — 5g'  — «'). 

/~d'  d' 

En  multipliant  son  coefficient  par  ^ y il 
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résultera  dans  cTt/'"  la  suivante  ; 

-f-  o",6i  5273  sin  + 5i'"  — 2«'' — 

Ou  a trouvé  par  le  calcul  direct 

-H  o'', 7844^4  sin  -f-  — 26^'  — , 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

Ï07.  L’inégalité  de  m produite  par  l’action  de  m’ 
et  dépendante  de  l’angle  n't  -f-  g'  — û>\  résulte  de  la 
supposition  de  z=i  dans  les  formules  du  n*  84  du 
second  livre.  Or , d’après  la  valeur  de  [a,  a'] , n®  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
celte  forme 

rtQe'  sin(nVH-€'— cj'); 

récipix)quemeat  l’inégalité  de  m' produite  par  l’action 
de  m et  dépendante  de  l’angle  — co  est  égale  à 

r f T • / X 

^ ^sin  {rit  + 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entre  elles  dans  le 
rapport  de  [a,a']nV  à [«',  et  comme  par  le 

n*  90 , on  a ' 

m!  s/(j!\p! , cl\  = m \Za[^,  a']. 

Ces  deux  inégalités  seront  entre  elles  dans  le  rapport 
de  nt'  \/ a' n^e'h  m \/a7it^ecm  de  mVe'  à moJ^e,  c’est-à- 
dire  que  le  coefficient  de  la  seconde  se  déduira  de  celui 

de  la  première,  en  multipliant  ce  derm*er  par — 

L’action  de  Saturne  sur  .Jupiter  produit,  n*  100,, 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter,  Tinégalîté 


En  la  multipliant  par 


7 — 9^',  2.59026  sin  (jft  + 


on  aura  dans  le 


mouvement  de  Saturne  l’inégalité 

+ 1 .",2  76197  sin  (7^*  V + 1*^ — « ‘^) . 
Le  calcul  direct  a donné 

f . . 


' ' . f-fr.  1^,276020  sin  s*’ J 

t'  ^ ^ ^ 

Ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 
inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs.  , 

108.  Il  résulte  du  n®  52  que  si  i'n'  — in  ek  supposé 
une  très  petite  quantité,  l’inégalité  la  plus  sensible  de  la 
latitude  de  tw produite  par  l’action  de  sera  égale  à 


ngm'kan 
i n ~~-in 


sin  (i+ 


L’inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  m'  produite  par  m serait  égale  à 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 

de  m \/ a à — msj d , c’est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé,  en  le  multipliant  par 

, — on  aura  celui  de  la  seconde. 

mV« 

Nous  avons  déjà  vérifié , au  moyen  de  cette  rela- 
tion, les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  de 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque; on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi , en  supposant  i'  = 5 et  £ = 3 , 

Faction  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l’inégalité 

— o^', 289097  sin [M't — J[n't  + 54*  — 4^'  — et). 


En  multipliant  son  coefficient  par  — 


m 


, il  en 


m"  y/  a" 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  en  latitude 
. l’inégalité  , 

o'',  2 18045  sin  (4n'*i  — 5/i*t  -j-  4^'  — 3g'  — ^ a').  ' 

'En  calculant  directement  cette  inégalité,  ou  a trouvé 

o", 2 2 3352  sin  — 5n't’^hi* — 54  — et). 

La  difTérence  est  dans  les  limites  des  quantités  né-^ 

* 

V ”1  ^ “ cuciv®  etroa  .‘irno/ob 

-i'ioo  liKViJo»*»  nd  ^au  t.n  r»  ?r  “.r 


nofl  >rir>Y  k1  M- 
I •*  'i 


tKq ' 

ni.  ..  - «Wfc 

• • -r  c'  f)  *îOfjhfwi«  «I 

i.1  n aborO 

• 4 k M •. , c ...  ioap^itfiicî^ 

J*-  f Kj’j  A i.î  't  auji 

-r  )•)  rUK)j<l  . l>lcf? t».ôprnîv;ifi  <vfi 


, 9Î 
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I 


CHAPITRE  XXI. 


Supplément  à la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne, 

109.  La  méthode  que  nous  avons  suivie  dans  les 
chapitres  précédens , pour  détemiiner  les  inégalités 
des  planètes  résultant  de  leur  action  mutuelle,  et  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons a , relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales , toute  lexactitude  nécessaire  lorsque  Ion 
a soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué, 
n®  5i5  , comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures,  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d’une  planète 
relatives  à un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons , ce 
qui  est  un  avantage  précieux,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu’une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à celles  que  l’on  a considé- 
rées, ne  devienne  sensible.  Nous  allons  donc  ici 
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reprendre  cet  objet  ; et  comme  de  toutes  les  planètes 
Jupiter  ét  Saturne  sont  celles  dont  les  perturbations 
sont  les  plus  considérables,  nous  ferons  Tapplication 
de  cette  méthode  à la  théorie  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  parvenus  clans  les  chapitres  VI 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  déterminer  de  la.  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  Ton  nomme , comme  dans  le  n®  25  ,<p  et  <p'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m etm',  en 
sorte  qu’on  ait  ' 'p  < . 

<p=  7it  + e — O.,  -f-  é'  T-  ^ 


VV  • L 


qu’on  suppose  la  fonction  perturbatrice  R relative 
à l’action  de  m'  sur  m , développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  de  ces  anomalies,  et  que  dans  ce 
développement  on  ne  considère  que  les  termes  dé- 
pendans  de  l’argument  de  la  grande  inégalité  , on 
aura  • 


R = w'K  sin  (5(p'  — 2<p)-}-  /w'K'  cos  (5(p'  — 2<p) , 
et  pour  déterminer  K et  K',  on  aura 

J*  Rsin(5^  — 

m'K'  = -L  r r R cos  (5(p'  — • 2^)d(pd(p\  • 

Les  intégrales  doubles  devant  s’étendre  depuis 
^ = 0 jusqu’à  <pr=:2';r,  et  depuis  (p'r=:o  jusqu’à 
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' Les  Valeurs  de  ces  intégrales  dépendront  des  quatre 

suivantes 


• f 

I * 


A 

B 

C 

D 


SQ> 

iir*' 

1 

I 

27r* 

0^3  i 

(0 


Pour  calculer  ces  quatre  quantités,  : on. ' divisera 
Tintervalle  compris  entre  les'limites  (p=o  et  (p=27r, 
ou  la  cîrtoofére’ncé  entière,  en  un  ïionibrc  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  le 
signe  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement,  et 
qu’elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d’une  va^ 
leur  positive  à une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre , cependant, 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devien- 
nent pas  trop  pénibles.  On  a reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à ces  deux  conditions  et  l’on  obtiendrait  un  degré 
d’exactitude  sufUsant,  en  supposant  par  rapport  à 
l’intégration  relative  à (p  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties  , et  en  seize  seulement  par  rap- 
port à l’intégration  relative  à 


On  fera  donc  successivement 


(p=o,<p=ii*i5',^  ==2a®5o',(p==35"45',<p==45*,  etc., 
(p'=o,^'=22®5o',(p'==45®  ,<p  =67*3o',^'=9o°,etc.. 
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et  Ton  calculera  les  valeurs  de  la  fonction  R correspon- 
dantes à ces  diverses  valeurs  de  (p  et  de  prises  deux 
à deux.  On  aura  ainsi  55  X iy  = 56i , quantités  fon- 
damentales à former;  nous  désignerons,  comme  dans 
le  n par  Rq^q,  R,^o,  R^  o>  etc.,  Rg^,,  R,^,,  R«^i,  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

a=  2(1 1*1 5')=  22®5o',  a'  = 5(22®5o')  = i i2®5o', 

et  en  faisant 

P'=iRo,oCos o-|-R,,o  cos«4-Ra,o  cos7.«...-f-  ^Rsa^o  cos3a#,  J 
P;=^Ro.,cos  o+R,,,  cos«-f-R,,,  cos2«,..-f-  ^Rsa,,  cos32«,  > (a) 
etc. , J 

on  aura,  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (i), 


A =:  g (:jP'cOSO-f  P"cOSrt'-f-P'cOS2at'.  . . . -f-iP'g  COSl6«'), 


et  les  intégrales  B,  C,  D se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

11  suffira  donc  de  remplacer  cos  a,  cos  2a,  etc. , 
cos  a',  cos  2a',  etc. , par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  A,  B,  C,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  Rq,©^  B,  « , etc. , seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l’action  de  w'  sur  m , 
on  a 


m(xx'+jry^zz) 

- 


La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a le  plus  d’influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  et  de  Saturne , et  dans  les  chapitres  XVII  et 
XVIII , où  nous  les  avons  calculées,  nous  n*avons  pas 
eu  égard  aux  termes  dépendans  de  l’angle  Sii!t — 

, qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédente,  il  faudra  donc  également  les  négliger 
ici , puisque  nous  avons  l’intention  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p , pour  abréger,  la  dis- 
tance mutuelle  des  deux  planètes  m et  m',  l’expres- 
sion de  R deviendra  simplement 


et  par  le  n*  25,  pour  déterminer  f , on  aura 

ç= r*  -f-  r'* — irr  cos“  cos  {v  — v)  — ar/sin“  {y  cos  (v'  -f-  v) . 

Les  angles  v et  v'  étant  comptés  de  l’intersection  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu’en  nommant  n 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’orbite  de  /n'  sur 
l’orbite  de  m , on  a — n , et  v'  = p'  — II. 

Conformément  a ce  que  nous  avons  dit  n®  25, 
on  commencera  par  déterminer , au  moyen  des  tables 
planétaires , les  valeurs  du  rayon  vecteur  r et  de  la 
longitude  v de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l’anomalie  moyenne  ^ = o,  (p=i  i®i5' , 
^=22“5o',  etc.  On  déterminera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  v’ 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  l’ano- 
malie moyenne  <p' = o , (p'  = 22®3o',  (p'=45®,  etc. 
De  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  un 
tableau. 


DIgitized  by  Google 


DO  SYSTÈME  DU  MONDE.  49$ 

On  calculera  les  valeurs  de  p correspondantes  aux 
diverses  combinaisons  diflerenles  qu’on  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r et  de  r',  de  v et  de  v* 
comprises  dans  ce  tableau,  en  les  prenant  deux 

à deux  ; en  multipliant  ensuite  par  m!  la  quantité  - 

qu’on  en  déduira,  on  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à la  fonction  R s’appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  dérivée  d’une  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi , par  exemple,  par  la  dif- 
férentiation de  la  valeur  de  R , on  aura 


r* — ?,rr'cos’^ycos(v' — v) — rrsin*-j^cos(v'-f-v) 

r-y  — — /Tl.  

dr 


— 

dy 


Tu'.sin 


rr*sin  v sin  v 


9 


/ • » 1 

— = 2/n  .sin*i> 


rr  sin(i;'-pT;) 


On  pourra  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomalies  (p  et  (p',  et  en  substituant  ces  résultats 
à la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
Ro,o,  Ro,i>  etc.  , dans  les  formules  (2),  on  obtien- 
dra, par  des  procédés  semblables  à ceux  indiqués 
plus  haut , les  valeurs  numériques  des  divers  coefli- 
ciens  du  développement  en  séné  des  trois  fonctions 
précédentes. 

Enfin , on  déterminera  comme  à l’ordinaire  les 


termes  correspondans  de  la  fonction  au  moyen 


/ 
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de  réqualion  générale  * 


^ ; 


On  a d’ailleurs,  n*  4 , 

dK  dK  ^ , dK  , d'R 

da  dr  da  dr 

1 1 1 . En  effectuant,  d’après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à l’aide  des  valeurs  rapportées  n®  88  , la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d’indiquer,  on  a trouvé, 
relativement  à l’action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 

a’K  =—0,000942079,  o7K'  =0,0004023958, 
---0,00252078,  ^^=0,00262946, 

o7*  = 0,00546286 , a'**  ^r= — o,oo3o5i 86, 

Pour  comparer  ces  valeurs  à celles  que  l’on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d’approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l’incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  et  de  m'',  observons 
que  ^ et  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes , on  a 


-f-€*’  = ^ + Û)*’' , «V 
En  supposant  donc,  comme  dans  le  n"  38, 

R =m^P  si«(5n^i— -f-  5i''—  a»*v)-f-m''Fcos(5/iV  — 

on  aura 

K =î  siu  (5^'—  •+•  5«^  — aft»‘v)  -f-  m^F  cos  (5^^  — a^  -h  — 2»»'9, 
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ou  bica, en  développât  cette  expression  ' 

R =:  mT[P  cos  (5a»*  — aa»‘*)  — P'-sin  (5a»*  •—  aa»**)]  sin  (Sp"  — a^) 
TO*  [P  sin  (5a»*  — aa»‘*)  -f-  co»  (5ai*.  — aa»**)]  cos  ,(5p*  a^). 


Si  Ton  compare  cette  fonction  à Texpression 
R = tti^K  sin  (5cj>'  — 2<p)  cos(5(^'.-rr-/  2^,) , - que 

nous  avons  supposée  au  développement  de, R en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  des  anonbialies  moy canes 

® et  <p\  on  aura  ' 

• * « 


a*K  =rÆ^Pcos(5û)^ — 2ri?*^)r— n^P'sin(5ûe)^--=*2ft?*’'), 
û'K's=Æ^Psin(5û)^ — 2r»?*^)-f-a^P'cosC5û)*— 267*^; 


l^kl  * 

} .(5). 


<f  K. 

et  il  est  évident  qu’on  aurait  entre  les  quantités 


a 


IT 


4K'  ,dK 


dK' 


dP 


da'"'  da’  ’ da" 


da' 

,^dP'  \dP  ^dP' 

»'* ./7* /7»  

da">  ' da^  * da'  ^ 


des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé , dans  le  n*  lOi,  les  valeurs 
des  coef&ciens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  à l’argument  de  la  grande  inégalité , qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinai^ns , en  réunissant  ces 
différentes  parties,  qui  doivent  concourir  à former 
les  coefÜciens  que  nous  désignons  ici  par  et  a’P', 
on  trouve 


a'^Psis  — 0,0000595577,  0,0010199585. 

On  a d’ailleurs,  d’après  les  valeurs  rapportées  n®  88, 
5û)^ — 2û)*’^  = 65°26'28’'i  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (3) , on  aura 

= — 0,000958956 , à*K'  ==  0,000402768. 

Tome  III.  3a 
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% • » • '•4 

-Siy’on  compare  ces  valeurs  dis  coelBciens  et 
à celles  qu’on  a obtenues  par.  la  méthode  des 
quadratures , on  verra  qu’elles  s’accordent  entre  elles 
d’une  manière  très  satisfaisante. 

Nous  avons  trouvé , n®  loi,  ... 

=o,oo65o56i . 

En  multipliant  ces  valeurs  par  — = a , et  en  les 

substituant  à la  place  de  et  de  a'Y'  dans  les  équa- 
* tions  (5),  on  én  tire 

=7—0,00250584,  =0,00267500  ; 


et  au  moyen  des  équations  de  condition 


d K , _ dK.  -gr 


a 


IW 


dK' 

da'^ 


dK' 


on  en  déduit 


a”  0,00344480 , a"  ~ =—0,00307777. 


Ces  valeurs , comparées  à celles  qu’on  a obtenues 
par  le  moyen  des  quadratures , paraîtront  s’accorder 
suilisamment  avec  elles,  surtout  si  l’on  se  rappelle 
que  dans  les  n®*  toi  et  102  nous  n’avons,  dans  les  vu- 

leurs  de  a'*^, , a"~ , a'  à"  considéré  que 

les  termes  dépendans  des  cubes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 
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Maintenant,'  si  an  moyen  des  équations  (5)  on 
exprime  les  valeurs  de  a%  a*F  en  fonction  des  quam 

tite's  O’K,  a'K',  et  de  même  relativement  à'  a”  Æ 

_ ' • 

^ > on  troUTer^  * ‘ ' • - 

• - • . • y . 

...  ^ J ^ 

«'P  =—0,0000612^4,  a’P'=  0,0010235845,  ■ 
^ 0,0022462  i , . ^ = 0,00629075  ^ 

*'«  > ^P' 

" k),ooii6562,  a”  ^=—0,00445304. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la  partie 
suivante  ; . . • , , . 

em-n'»»,  , a’P'sin(5w't— 2«'V+5«'— 2«>')  , 

(Sn*  an")*  { — a'Pcos(5«V  — 2n"'t — 5t' 2t")  /' 

D’après  les  valeurs  adoptées , n*  88,  on  trouvé 

% • • • 

S ^n''_2«'V)«sini"  = 9,oa5335o.  . , 


En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente . 
elle  devant  ainsi  . . 

* ✓ 

. . * Q 1 3 sio  (5n’t  — 2n”t  ri-  3f ' — 2«"i 

— 64",968  cos  {SrCt  — 2n"t  -f-  Se’ — aj"). 

En  nf  considérant  que  cette  partie  dé  k ^ande 
inégalité,  et  en  la  calculant  d’après  les  valeurs  de  a'jP 
et  de  «'F,  n°  loi,  on  trouvera  qu’elle.estégaleà 

1089", 855  sin  {Bn't  — an’V  -f-  5e'  -1  a«")  ■ 

— 55",ao4cos(5n''t— an‘7ri-'5e’  — 3«"). 

52.. 


» 
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• Les  difiR^nces  sont  danè  les  limites  qu’on  peut 
supposer  d’après  les  quantités  négligées  dans  le  cal^ 
cul , en  considérant  surtout  que  les  élémens  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouvard,  qiii  ont 
servi  à déterminer  les  quantités  a’GP,  par  les 
quadratures , diffèrent  de  ceux  que  nous  avons 
adoptés. 

lia  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 


— sia  (5n^t  — -f»  5i’  — at'^) 


— a’*  cos(5n^t  — 5«»  — a**») 


da 


En  la  réduisant  en  nombres  d après  les  valeurs 
précédentes  de  >.  obsei’vant 

qn’ôn  a ' 


2m’ra'V“ 


= S,4«4o5l . , 

cette  fonction  devient 


^6'',3tao5  sin  2/i*Y+5sT— 36*’') 

+ 5^,8375  cos  (5j2V  — 2/1*’'^  + 5€^ 26*^). 

. ^ 

Nous  avons  trouvé  par  le  développement  en  série  ; 
n®  101 , 

y . ' 

— r ï6'', 55586  sin  (5n''t — 2»*’'^+ 

^ / 

4**  6",o5299  cos  (5rft  — + 5é*  — 26*^)  ; 

' ^ * * 
ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente.  î 

Là  principale  partie  de  la  grande'  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-^i  : 
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5ot 


|— cOS  {Sli't — 3/1*’^ + 5€^— 36").  ) 
Par  les  valeurs  rapportées  n*  88,  on  a ^ 

log  ^.r-: r = O,  Æ I q3  1 87 . 

® (5n^ — 2n*0  sini  ^ / 

En  réduisant  en  nombres  là  fonction  précédente  au 
moyen  des  valeurs  de  aT  et  aT'  données  plus 
haut , on  trouvera  qu’il  en  résulte  dans  lê  mouve- 
ment de  Saturne  les  inégalités  suivantes  : , 

-r  2685", 4545  sin  — - an'V  + — 26"), 

-f-  1 60", 9470  cos  , — 27l"<  + 56^  < 26").  ' 

En  employant  les  valeurs  de  et  «’P',  calculées 

n®  loi,  on  aurait  trouvé 

^ # . 

— 2678", 5574  sin  + 5§’— 2«")  * 

i56",4o7icos(5n^<— 2n"^-f-5«''— 26"),. 

^ . * * * 

quantités  qui  (livrent  peu  des  précé4entes, 

. Enfin,  la  grande  inégaUté  de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : , ^ 

t efP*  - 

i ' a^*  — sin  Y5rt^«  — a«‘^£  5i»  — 

am*rn^  1 da^  . . ' 

an  ^ cos'(5n^£  — * a>»*^£  -f*  5«^  — a»*») 


On  a 


da^ 


7.myrC 


4,o6845i5. 


(5n^— .27i*^}sini" 

. ’ « • * • 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  ^ 
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' > dP  dP' 

dVprte  les  valeurs  de  calculées  par 

les  quadratures , on  aura  - 

• • 

4-  5a",  1 024  sia  (5n''t  •+»  Zi'  ^ 2i'') 

— 1 5", 6226  cos  ( 5îi"t  — ^ 2n'"'t  -I-  Si'  — 26*’^). 

Nous  avons  trouvé  pour  la  valeùr  de  cette  même  iné- 

8®“*®-'-,  .•■■.•..  • 

. .-f-49%^49siu  (5/î'^^^-r— — 2g'"')  ... 

. , • -rrr  1 * 5cos  {Sn't  4-  5r~  , 

<^ui  diffère  peu  de  la  précédente. 

..ï^our  donner  un  second  exemple,  dè  Temploî  de  la 
. itîéthodê  quadratures  au  développement  de  la 
fôrictîôn  perturbatrice  R,  on  a calculé  de  cette  ma- 
mèré  ^ .et'  relativement  .à  raction  de  Saturne  sur  Ju- 
piter, le  prémier  terme  de  ce  développetnent,  . c’est- 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps;  et  en 
nommant  F ce  ternie,  on  a trouvé,  , " 

J 

dF  ‘ ' • 

a^F  ==  nï'  1 ,091097  , a'Ta''  =±=  >n^6, 223.8874. . 

En  calculant  le  même  terme  d’après  Fexpressîon 
donnée  n^  18,  et  en  employant  les  éiémens  qui  ont 
servi  à déterminer  les  valeurs  précédentes,  c’est-à^KHre 
les  éiémens  des  tables  de  Bouvard , on  a trouvé 

m’i ,09 1062  i . . ^ :;=  /»yd, 2258867. 

Ces  valeurs,  comme  on  voit,  sont  presque  identiques. 

L’accord  des  résultats  obtenus  par  des  méthodes  si 
différentes , dans  l’une  des  parties  les  plus  impor- 
tantes de  la  théorie  des  inégalités  planétaires montre 
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que  la  méthode  des  développemeus  en  séries  ordou* 
nées  par  rapport,  aux  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisôns,  lorsqu’on  a soin  de 
porter  assez  loin  les  approximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible , suffit  aux  besoins  actuels 
de  rAstronoinie^  . ^ i ^ . J*-  ; . 

lia.  La  méthode  des  quadratures  a pourtant  son 
utilité  ? c’est  la  seule  qu’on  puisse  employer  dans  le 
calcul  des  perturbations  des  comètes  et  des.  petites 
planètes  ; et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d’importantes' vf^Qcations.  .11  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile de  donner  ici  les.fomiules  qui  uq^s  semblent 
les  plus  simples  pour  rapplicalion  de  cette  méthode 
à la  déterminstiou  des  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  dé  la  latitude.  Ces  formules  pouiv 
ront  d’ailleufô  être  employées  en  d’autres  occasions. 

Pour  cela , reprenons  les  trois,  équations . du  mou- 
vement troublé , n®  87  , livre  II  : 


Si  l’on  prend  pour  plan  des  xy , celui  dedW- 

bite  prirôilive  de  m , ce  qui  permet  de  .négliger  les 

‘ *•*  ' dK  ■ , , , 

quautUea  ^ ^ du.  second  ordre , 


puisque  Z et  R sont  du  premier , en  combinant  entre 
elles  les  équations  précédentes,  on  trouve  aisément 
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les  deûx'- intégrales,  suivantes  : 


xdz  • — zéf  .r 
Jt 

fdz  zdjr 


= J* xdt 


dK 


dz  * 


Si  Ton  multiplie  par  jr  la  première  de  ces  équa- 
tions^ qu’on  eh  retranche  la  seconde  multipliée  par  Xj 
en  observant  que  les  coordonnées  x etjrsé  rappor- 
tant ici' au  mouvement  elliptique,  on  a,  n®  20, 

f on  trouvera*  * ' ' : . 

r ^ dfi  r ^ àK 

— <?*) 


Cela  posé , On  a pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  cTr  et  de  la  latitude  j"s  de -la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive,  les  deux 
équations  suivantes n"  89 , livre  II , , 


d^ . r<Tr  , /uri'r 


de 


f 


H 


aferK-r§=o, 


d* . rh  fcri's 


dz 


(c) 


Ces  deux  équations  sont.de  même  forme,  et  s’inté- 
greront par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet , la  première  des  équations  précédjentes  se  trans- 
forme: dans  la  seconde,-  en  :y  changeant  <Tr  en  J"s, 

■ JJ  ' *1  • 

dou  il  suit  que,  pour 

avoir  /r,  il  sufEra  dè  faire  ce  changement  dans  l’ex- 
pression finie  de  <fs.  Or,  la  seconde  des  équations  (c) , 
n'est  autre  que  la  troisième  des  équations  (n),  dans 
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laquelle  on  a fait  z ;=  ; en  substituant  donc 

pour  Z cette  valeur  dans  l’équation  (b) , on  aura  la 
valeur  de  rj^s,  et  Ton  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  rj"r. 

Si  pour  abréger  on  fait  » . , . 


Z devant  être  supposé  égal  à zéro,  après  la  différen- 
tiation dans  la  valeur  de  P'. 

• < 

En  substituant  pour  x et  y leurs  valeurs  rcosv 
et  rsinv,  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
trouvera  ‘ 

* 9 y 

sm  vfr cos vVdt  — cosvf  rsïnvPdt. 

• • 

/ sm  vfr  cos  vV'dt  — cosvf rsinvV' (Il 

O S =.  -r 7=== , (d) 

V 

t 

Il  nous  reste  à déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6);  n®  89,  livre  II , ou  plus  simple- 
ment au  moyen  de  l’équation  du  mouvement  ellip- 
tique qui  donne,  n®  45,  livre  II, 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cela , reprenons  la  formule  (a')  du  n®  83-,  livre  II, 


dans  laquelle  on  suppose  k= 
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L’ëquation  de  ' l’ellipse  donne 

* » • 

' ^ ' û(i— O 


i -f-  ecosv  *“ 


en  prenant  le  périhélie  de  m pour  Forigine  de  Faogle 
Au  moyen  de  cette  valeur  de  r et.de  celle  de  cTr,  on 
trouve  aisément  . 

■J  4“  (î®+cosv-^içcos2^!)/'^c93vPA  'J  , 

r , (~/rP< 


/t  ~ 


f rVdt~^le fdv  f rsinvPc^ j .. .. 


irJ  J 
kaii  — 


(i  — e“) 


% . 


_ I,  , JR',  JR  . JR 

En  observant  que  Ion  a,,  n®  4,  ^ + ^ = ^ , 

par  le  , n®  4^  > II  > on  trouve  , 


/ . ' t 


't  N • 


cr  sin  v dr  ek  sin  v 

I *-f'  e cos  V ^ 3T  . J(i  — é^y  • 


« 

On  a d’ailleurs 

. • I 

et  par  les  formules  du  raôuv^ent  elliptique  . 

* • ^ • 

. .dt  ^ ' dr 

dv  k * ■ dv  **"*' 

\ 

Au  moyeu  dé  ces*  valeurs  on  trouve 

ki'k  — f Wr- 

' J • ' */  ' 14^-ecoSiV  Jr  • 

Si'dansFexpréssion  de  «Tvon  substitue  cette  valeur  et 

/$'t 

— r/v yen  aura. 


kesm  vdi 

. r— r-. 
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(a  sin  V -|- i e sin  2v)/'rsin  vPrf/ * 

2 COS  V -+^  ÿ e C05  2^i)/ rcosvfdl 
— 2/ rPrff  4*  e/ dvf  rsin  v P dt 
i!  ^ Aû(r — e’)  - î ^ 


(C) 


.V 


Cette  expression  se  réduit  aisemeilt  à une  forme 
plus  simple  ; en  substituant  en  effet  à la  place  de  P sa 
valeur  dans  le  dernier  terme , et  en  le  combinant  en- 
suite  avec  les  deux  premiers,  on  trouve 


•esm  nv 


sinvPrf/ 


cTt)= 


( 2 sin  V 4-  - 
\ 2 

_1_  / 1 ' ’ ’ 1 ' '\  Te 

I ( -e,4-ecosi>4“*^^  cos2‘vM  / - 

\2  ‘2  y J I 


4“ ecosv 

cosvPA  ■ 
4-  ecosv 


• é • 


\/,fêa(i  — - c*)  f ^ ;f 


,(C] 


En  substituant  pour,  r sa  v^eur  dans  les  expres- 
sions de  cTr  et  de  on  voit  qu^eîles- se  trouveront 
immédiatement  ramenées  à la  même  forme  que  la 
fonction  précédente.  ' . ’ * 

^ *v/ 1 

Les  trois  forrnules  (A),  (&),  (,C)  donneront  .donc 
sous  forme  finie  les  perturbations  dii  rayon  vecteur,  “ 
de  la  longitude  et  de, la  latitude,  ce  qui  peut  être 
très  utile  dans  la  tbéorie  des  petites  planètes  où  ces 
perturbations  ne  peuvent  être' déteritiinées  que  par 
des  quadratures,  à'eause  de  la  grandeur  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites.- ' Les  mêmes  formules  pour- 
raient être  employées*  aussi  parla  même  raison 'dans 
la  théorie  des  comètes,  mais  il  est  préférable  de  se 


• f 
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servir  alors  des  formules  du  livre  III.  Dans  tous 

' ■ * f y 

ilea  c^,  pour  calculer  par  d^s  .cpiadratures  les  ex- 
pressions * precedentes^  pi;  Commencera  par  substi- 
tuer pouf  dt  la  valeur  ï--=.  , et  pour  R sa 

^ Vfca{i^en 

valeur  en  fonction  des  rayons  vecteurs  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nommant  y Finclinaison  mutuelle 
dés  orbites  de  m et  de  /7z',’et  II  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V s=  cos*  -J  y cos  (v'  — - v) 
4-  sin*^7 cos(i>'-|-'U  — 2II),  on  aura,  par  le  n®  aS , 

R = 1—:^  * —Ç\. 

. l — 2r/V  ^ ) 

« 

De  cëtte  expression  on- conclura  par  de  simplès  dif- 
férentiations , celles  de  ^fR  et  de  , et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  P 
et  P'  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques  ,•  exposée  n®  a5 , les  intégrales 

# I 

/t^sinvVdv , fr^cosvŸdv  , ' f r^sitivŸ'dv , ' /r^cqévŸ^dv , 

•*  ^ ' 

ainsi  que  les  intégrales  J*r*Fdv  , J* r^^dv  que  ces 

formules  renferment.  ; . , 

Dans  la’  théorie  des  planètes  principales,  là  petitesse 
des  excentricités  et  dés  inclinaisons  mutuelles  des 

•s  ' ' • 

OrbiteS' permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  convergentes,  et  c’est  sans  contredit  la  mé- 
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thode  la  plus  simple  que  Ton  puisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d’angles  croissant  proportionnel- 
lement au  temps,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  indéfini.  L’emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
variables  cTr,  S"v  et  S"s  ; et  c’est  par- cette  raison  que 
nous  n’avons  eu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Mais  lorsqu’on 
veut  déterminer  les  coefficiens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies,  ainsi  que  nous  l’a- 
vons indiqué  n®  25 > les  formules  précédentes  sont, 
je  crois , les  plus  commodes  que  l’on  puisse  em- 
ployer, dans  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 
cf  r,  cTv  et  j's. 

En  effet,  au  moyen  d’intégrales  doubles  on  pourra 
toujours , comme  on*  l’a  yu  n°  25 , déterminer  les 
coefficiens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d’ângles  proportionnels  au  temps  des  fonc- 


tions / d'R , Cr  — dt,  et  l’on  développerait  par  con- 

séquent , de  la  même  manière,  les  fonctîbnsyVsinvPr/^, 
f rcosvVdt,  f rûnvYdt , f rcô^vYdt.  Én  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formulés 
(A) , (B)  et  (C) , et  en  mettant  pour  sîni;  et  cos  v 
leurs  valeurs  développées^  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l’anomalie  moyenne  delà  planète  /w, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 


THÉORIE  analytique 

à uQ  temps  indéfini,  les  plus  exactes  que  la  théorie 
puisse  fournir.  . • • • 

Il  serait  à désirer  que  quelque  calculateur  zélé  fît 
lapplication  des  formules  précédentes  à la  détermi- 
nation' des  pèrturbations  de  toutes  les  grandes  pla- 
nètes; *11  en  résulterait  le  moyen  le- plus  sûr  pour 
vérifier  les  inégalités  déjà  calculées,  par  d’autres  mé- 
thodes, et  découvrir  les  inégalités  sensibles  qui  au- 
raient pu  jusqu’ici  échapper  aux  investigations  des 
géomètres.  M.  Hansen,  astronome  attaché  à l’obser- 
vatoire du  Sécberg,  a déjà* essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  un  travail  semblable  jr  mais  le 
choix  malheureux  des  variables  qu’il  a cru  devoir  subs- 
tituer aux  trois  coordonnées  J/’,  JV,  généralement 
adoptées  par  les  astronomes  ,•  des  innovations  analy- 
tiques dont  les  avantages  ne  rachètent  pas  là  bizarre- 
rie, enfin,  l’absence  complète  de  clarté  et  de  mé- 
thode,, rendènt  ce  travail  à peu  près  inutile  (^). 
J’invite  . donc  les  jeunes  géomètres  à .reprendre  cet 
objet. sous  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquons  : 
peutêtie  nous  sera-t  il  permis  d’y  revenir  dans  la  suite 
de  cet  ouvragé ,* mais  nous  allons,  pour  le  moment, 
porter  notre'attentioilsur  d’autres  points  de  la  théorie 
du  système  du  monde,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  nous  ayant  déjà  entraîné,  bien  au- 
delà  des  limites  que  nous  nous  étions. prescrites. 


^ (♦)  y oir  l«  compte  que  j’en  ai  l'endâ  dans  la  Connaissance 
des  Tems  poiu  iSZ'].,.  *1 . . f ,•  . . 
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Moitifemens  héUocentriques  de  limiter  et  Saturne^ 

1 1 5.  En  réunissant  les  différentes  inégalités  calculées 
dans  les  chapitres  VI  et  YIl^  on  a obtenu  les  expres- 
sions des  longitudes  vraies,  et  des  rajons  vecteurs  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  les  plus  exactes  que  Tétât  ac- 
tuel de  Tanalyse  permette  d'espérer.  Dans  les  for- 
mules suivantes,  t représente  un  nombre  quelcon- 
que d’années  • j uliènnes  ou  de  365^  ^ , comptées  à 
partir  de  minuit  le  i*' janvier  1800. 

Soit,  pour  cette  époque, 

n"'t  6*’'  = 81® 5a'  19", 5 -{-  t 5o*,349o84, 

n''t  -f-  =125.  5.29,4  + < I2®,22Ii48, 

-f*  = ï75>5o.i6>4  + ^ 4%'284890,-^ 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes de  Jupiter,  Saturne  et  Uratms,  comptées  de  Té- 
quinoxe  fixe  de  1800.  Dans: ces  expressions,  nous 
avons  substitué  k la  place  des  moyens  mouvemens 
lï'  et  rC'j  rapportées  n®  88,  leurs  valeurs  résul- 
tantes des  corrections  indiquées  par  les  équations  de 
condition  qui  ont  servi  à former  les  nouvelles  tables 
de  Bouvard. 

Soit  encore  ; . , < • 

60*’'=:  II®  y' 36"-f-  t 6",685i22  — 0,000235, 

(j^  =.  89.  8,20  -|-^fi9",o55o44  rf"  0,000162, 

= 98 . 25 . 45  -j-  ' t 56",58285o  , 
cC  ~ 111.56.  7 f3i^,52i3i. ' ; * 

Les  termes  constans  dans  ces  expressions  sont'  les 


* 


« • 


6i4  théorie  analytique 

longitudes  dés  périhélies,  et  dés  i^œuds  de  Jupiter 
et  Saturne^  comptées -du  même  équînaxè  que  les 
longitudes  moyennes  + g*'' , jï’t  + et  rela- 
tives à la ‘même  époque;  les  termes  proportionnels 
au  temps  i sont  les  variations  séculaires  de  ces  loi^ 
gitudes  déterminées  n®*  gi  et  loi.  v ; > i 
Supposons  maintenant  que  ,•  pour  abréger, 
présente  respectivement  par  p et  p'  les>  argum^K 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  ^Saturne; 
en  sorte  qu’on  ait  , 


U 


P = Snyt  — an*»£  -f-  5i^  ~ -f*  3*  Sg"—  t 96", 3770  — t*  'o",ooi26ao, 

j/  = 5n^t  — -f-3®38'3a"-T-£  ^‘',598  — t*  o", 001 164» 

et  soit  ensuite 

r , ^ 

A = (x  i87">247 — t o'',o4845 *4-^^  0,00000226)  sin  p 

— 1 2",  2 1 854  siû  , 

A'= — (2906^,661 — 1 6",  11411+^*  o,oooooo52)sin  p' 

4”  29", 761 56  sin  2p' 

4-  5o",894  sm(5n'^^t^n''t  + 5g^‘—  é"— 87®28'7^0^ 

' • * • . 

la  quantité  A représentant:  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter, et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l’inégalité  à longue  période  dépendante  de  l’ar- 
gument 5ri*'t  ^ rCt , et  relative  à l’action  d’Uranus 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d’après  les  n®‘  101 
et  102,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne,  en  faisant  donc,  pour  abréger. 


q = 4-  «*’4“A,  9'=  rCt  +«''4'  4^  f . 
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On  a vu,  n®  65,  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n'esl  pas  5ri"  — ou  qui  n’en  diflerént  pas 
de  n^''  pour  Jupiter  et  de  pour  Saturne,  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  y 

de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  langle 
5/zV  — Il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 

les  inégalités  de  Jupiter  q et  q' h.  la  place  de  + 
et  de  n^t  + g^,  excepté  dans  la  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

î49  sin  -f-Sg'^ — 5g^+58®i  i'  34^'). 

Si  l’on  veut , pour  plus  de  régularité , employer 
également  ^ et  à la  place  de  w’V  + et  de 
dans  cette  dernière  inégalité,  on  lui  don-^ 
nera  cette  forme  : 

« 

i6i",  149  sin  (5q  — 5q'  -7  3A  + 5 A'  + 58®  1 1 ' 34^0  > 

A et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  En  développant 
la  quantité'précédente,  on  aura 

1 61  ",149  sin  (3^  — 5q'  — 58°  1 1'  34^') 

— (5A  — 5A')  V 6 1 1 49  cos  (5^‘^ — 5^^-+*  58°  1 1 ' 54'Q» 

En  n’ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A et  A'  qu’aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
on  a à très  peu  près 

3A  — 5A'=i8og5'',o46sin  (5/i'i— 2/1' ''/-{■ -5i^ — 2*‘^-p3®39'43")  ; 
d’où  l’on  conclura 

Tome  III.  33 
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- (5 A —5 A')  1 6 1 ",  1 49  cos  ^ 58<»  1 1 ' 

f sin(5^-5^'+5n"^— 2w»V-f-6i°5i'i9")i 

Oq  peut  , sans  erreur  sensible  , substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  9 et  q'  à la  place  de  7^'V+g*'' 
et  de  ri't  + 2^  ; la  première  se  confond  alors  avec 
le  premier  terme  de  l’équation  du  centre  de  Jupi- 
ter, la  seconde  devient  égale  à 

7", 0686  sln  (5^  — 107'  54°  3o'  55"). 

En  la  réunissant  à la  suivante 

— 5^,7808  sin  {bq  — 10^'  -j-  54®  3o'  55") , 
on  aura  celle-ci 

5",2870  sin  (57  — 107'  + 54®  3o'  55"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q et  q'  au  lieu  de  w’V  -|- 
et  de  lï^t  r|-  2’  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même,  d après  ce  qu’on  a vu , n®  65, 
changer  n"'t  -|-  e‘^  en  q et  lï^t  -{-  2^  en  q'  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  dans  la  suivante  : 

-T-  644",g55  sin  — 4«V  -f-  5g®  54'  4"). 

On  peut  donner  à cette  inégalité  çette  forme  : 

•77*  644", 953  sin  (29  — 4^'  — 2 A -f-  4A'  -h  5g®  34'  4") , 
En  développant  cette  fonction , on  a 


r 


) 
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- 644",955  sin  (2<7  — 4ç' + 59“  54'4") 

+ (2A  — 4A')  644", 953  cos  (2^  — 4î'  + Sg-  54'  4") . 

En  substituant  pour  A et  A'  les  parties  de  lëurÿ 
valeurs  relatives  à l’argument  — 2n"t,  on  trou- 
vera,  à très  peu  près, 


(2  A — 4A')  644", 955  cos  (ttq  — 4çr'  + 59“  34'  4")  , 

si  n ( 2q 4?  “f*  272  ' V + 5g^— 28 

4-  65- 1 2'  36") 

I — sin(25' — ^q' — 5/2^  4-272' V — 5e''+2e' 

4-  55- 55' 52^0- 


= 21", 890. 


On  peut,  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer q ti  q^  k la  place  de  -j-  8'^  et  de  n^l  4* 
première  se  confond  alors  avec  Téquation  du  centre 
de  Saturne,  et  la  seconde  devient 


— 21  ",890  sia  (4^  — 9^^  + 55-  55'  52'7- 

En  réunissant  cette  inégalité  à la  suivante , trouvée 
n-  102 , 


8",766  sin  (4^  — 9^'  4-  55*  55'  32") , 

» 

on  aura  celle-ci 

— 1 3",  i 24  sin  (4ç  — ^ gq'  4“  55^^  55'  32"). 

•/ 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  q et  q*  a la 
place  de  72* V -1-  e'^  et  de.  72V  4-  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitude^  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  à 1 exception  des  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  planètes.  . ' , ‘ . 

" Si  Ton  supposé  la  précession  annuelle  des  équinoxes 

33.. 
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de  5o",2235o  , la  longitude  vraie  de  Jupiter  dans 
sou  orbite,  comptée  de  1 equinoxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  3i  décembre  1799  jan- 
. vier  1 800 , sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 


(19862*, 80  4-  t O*, 63242)  8»n  (7  — 


1 + 

(597'. 

55  ■ 

É A ^ 

■f-  É 0 , 

03807)  sin 

2(7 

<+ 

in", 

92  . 

■h  t 0", 

002^0)  sin 

3(7 

)+ 

«9  ' 

-t-  t 0", 

00016)  sin 

4(7 

14- 

(0", 

06  sin  5(7 

— »*▼) 

84", 63 

sin 

( 7 — 

7'  ~ I® 

60 

209",  10 

sin 

(27  — 

27'  — 1® 

10') 

j4~ 

iG",32 

sin 

3(7  — 

7') 

n4" 

3", 75 

sin 

4(7  — 

7') 

j4- 

i",69 

sin 

(57  — 

57'  + 1 2® 

11') 

o*,4i 

sin 

6(7  — 

7O 

I 

o",i6 

sin 

7(7- 

70 

(î32",3g-f-  t o", 067)6111(7 — 27' — i2®26'-t-li5*,7) 

570  12') 

-h  54®  3o') 


!(î32",39-f-C  o",o67)sin(< 
-h  i7"»^9  sin  (27  — 47' 
-fi  3",29  sin  (67  —107' 


1 


f (83",45— ï o",oo5)sin(27 — 3q' — 6oo54'+<  *7%*)  l 

"^t—  1", 58  sin  (47  — 67' 4-54®  26')  j 

4-(i6i",i54-io",ooi4)sin(37— 57'-f*58®ii'-f-«  45*'»3>) 

— i5",28  sin  (37  — 4^  “ 6i®4f>0 

4-  12^,27  sin  (37  — 27'  — 9*35') 

4-  9",5o  sin  (37'—  7 4-  69045') 

4-  1 i",o5  sin  (7'4- 43*50') — 5", 44  sin(27'4-  43o550 

4-  n",i2  sin  (47  — 67'  4-  5g®  23') 

— 5",i3  sin  (27  — 7'  — 17®  5') 

4-  i*,2i  sin  (47  — 37'  — 3®  28') 

— o*,88  sin  (57  — 67'  — 65®  7O 

4-  O*, 74  sin  (7'  4“  74-  67*40 

r—  1®,  14  sin  (7  — ^*)^ 

+ { H-  n"i59  sin  2(7  — 7“)  K 

i 4“  o®,o5  sin  3(7  — 7").  j 


On  a réuni  sOus  une  même  parenthèse  les  iaé— 
. galités  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table.  La  réduction  à Técliptique  se  fera  par  les  me— 
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Ihodes  ordinaires  ; elle  est  égale  à 

— 27",i5sin 

Le  rayon  vecteur  r'^  de  Jupitèr  sera  déterminé  par 
la  formule  suivante  : 

s’  ' ■ 

« 

l f - • 

r'»  r=  5,108760  H-  f o,oooo384 

— (o,i5o358  4-  t 0,0007964)  cos  (g  — •'») 

I — (o,oo6oaa  4-  t o,oooo38})  cos  1(9  — •'») 

I — (0,0003 18  4-  t 0,0000031)  cos  3(g  — »*'f) 

— (0,000093  4-  i 0,000000)  cos  4(7  — 

0,000647  cos  (g  — g')  % ' — t» 

,001771  *C7  — g')  > .0 

Î00389  cos  3(7  — g')  J 

. \ 

— 0,000173  cos  (7  — 3</'  — 35*490 

— 0,00091g  cos  (i<7  — 3g'  — 67*550 

— 0,001030  COS  (3g  — 5g'  4*  58®  7O 
4-  o,oooi38  cos  (3^  — • ^g'  — 61*  ii*) 

— 0,000119  cos  (3g  — 3<7'  — >a®40 

— o,cooo65  cos  (//  4-  39®  i30  4-  0,000074  cos  (i<y'  4.  n<>iO' 

— 0,000191  cos  (87^ — 37  — i5®  330 

4-  0,000091  cos  (5g' — 47  + «4®  230*  ~ ' ) 


Îo,oc 
— o,o< 
-•  0,0c 


M».* 
t(l  ■ 


A 

.■  '* 

T fcf 

'•i 


'■>  1 •U‘- 


Enfin,  pour  déterminer  la  latitude  de  Jupiter  au- 
dessus  de  récliptique  vraie,  on  aura  * ‘ 


t:  ~ r 


J's"'  = (1^19'  2",  7 -i-  t o", 22606)  sîn  — a‘^) 

+ o",655i  sin  ( q — 2^'  — '55®540 
+ i",07ii  sin  (27  — ^9'  rr  540  I cJ 
+ II", 5986  sin  (5q  — 5q'  + 5o*  26') 

— o",9978  sin  (7'  + 53®  54')- 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  inégalités 
déterminées  chapitre  VIII,  on  aura  pour  la  longitude 
héliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  : 
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= ç'  + t 5o",îa35o 

(a3i54",4o  ““  * i**)^783)  sin  (<7'  — »^) 

- (811", 96  — t o^ogoi)  6În  2(<3t'  — 

- (3g", 48  — t o",oo66)  sia  3(<7'  — »^) 

h (^*>*9  — * o",ooo5)  sin  4(<?' — 


20*^0  s 
31^89  s 
6", 65  s 
ï"»99  s 

o^7l  8 
o^',27-  s 


7 S 


n (<7  — V'  + 77°  45') 
n a(<7  — <70 
n 3(ç  — q') 

« 4(7  — 7') 

n 5(7  — <70 
n 6[q  — <70 
o",ia  sin  7(^  — 7O 

— (4a4"»83  -f- ï o",oaa7)  sin  {q  — 217'  — i3®57'  -f-  <ï3",8g) 

— (652",59  — t 0, 03817)  sin  {iq  — 47^  4*  59«34'  — t 6o",t6> 

— (48", 89  — t o,ooo366)sin  — q + 780  4'  — < 34*^5) 

— a4"»^7  ®*“  (^7  ^7^  -f*'ao®450 

-f-  II*, 44  sin  ( 7 4- .84®  36) 

— i3"i2,  sin  (47  ’—  97^  + 55®  55') 

-t-  4^9^8®^"(87.  — 47^  61®  4^  ) 

-f-  3",o6  sin  (27  — ^ -4-  3o®  4^0 

4.  2*,97  sin  (3^-  — 57'  4 5g®  la') 

4 i*,44  sin  (47* — 5q*  — • 61*57') 

'4-  o*,53'Sin  (57  — 67'  — 61® 53') 

— io*,07  sin  (7'  — 7"} 

4 i5*,73  sin  2(7'  — 7") 

4,  . a", 06  sin  (37'  •—  37"  — 690  6') 

4 * o",34  sin  4(7'  - 7") 

4 io%7i  sin  (7'  — 27"  4 73°  11') 

4 ?9"r(>3  sin  (27'  — 37*  4 î>4°  3i0 

" 4 ‘ i'*^5‘sin  (3/  — 27"  — 890  8') 

^'  4 Oji*,48_sin  (,7®  — 4a^  36'). 


y ' 


La  réduction  àr  récliptiqué  est  égale  à 

97!',85  sin  (j2P^ — 


Le  rayon  vecteur  de  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
mule  suivante  : 

<>'.  '"i  ... 
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r»  = 9,5^7777  — t 0,0000167 

!—  (0,534988  -t-  t OjOoooagfV))  cos  (<7'  — a»*) 

— (o,oi5oo5  H-  t 0,00000167)  cos  2(</'  — «») 

— (0,000634  ■+"  ^ 0,00000011)  cos  3(r/  — »v) 

— o,oooo3a  cos  \[q*  — «») 

— ^ 0,000339  cos  (qr'  — 10®  ai')  ... 

I"  0,00763  C08  (<7'  — 9 — 4®  >5') 

J -f-  0,00140  cos  i[q*  — q) 
l-f-  o,ooo34  cüs  3(<7'  — q) 

-h  o,oo54a  cos  (q  — a//'  — ii°io') 

-f-  (0,01479  — ^ 0,000000734)  cos  (ar/  — 4q'-h  5g®  a8'—  i 6.3",'»^) 
— 0,00119  cos  (3q'  — q — yo”  la') 

— 0, 001 55  cos  (3q'  — 37  -f-  38®  55') 

— o,oooai  cos  (3<7  — 47^— ^6i°*a3') 

-h  0,00095  cos  (57'  — 37  -f-  3a®3a')^,  ; . . ^ " 

-^•.o,oooI6  cos  (7'  — 7*)  . J 

— 0,00043 ‘cos  n(q'  — 7") 

— 0,00066  cos  (37'  — 3q"  -f-  a3®  44^)-  ; * 

Enfin,  Ja  latitude  de  Saturne*  au-dessus  de  Te— 

cliplique  vraie,  sera  donuee  par  la  formule  suivante  i 

* * « 

# 

s'  (z- dg' ^o",5  —•  t o'',i55i5j)sin(i>'’'^a'’) 


+ 


{. 


5",  18  sin  (27'  — ç 55“ 54')! 

+ -9",5i  sin  (4q'  — 27. — 60“  24')! 
4-  o",55  sin  (2ç  — 37''^ — 53°  54')  " 

4-  i",8i  sin  ( ç 4-  53“ 54') 

— 6", 67  sin  (27  — 37''  — 54“  8'). 


Les  expressions  précédentes  diffèrent  peu  des  for- 
mules employées  par  M.  Bouvard  dans  la  construction 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne,  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradley  et  Maskeline,  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  ellipliquel  La 
plus  grande  erreur  ne  s’élève  qu’à  12"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  l’ob- 
servation sont  beaucoup  moindres  relativement  à Sa- 
turne, tandis  qu’il  y a 5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  s’élevaient 
quelquefois  à 22'.  Laplace  s’est  assuré  aussi  que  ces 
formules,  qui  représentent,  avec  toute  l’exactitude 
qu’on  peut  désirer,  les  observations  modernes, 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  , celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Ju  piter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n’eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens^e 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m’a  m- 
diqué  de  rectification  importante  à faire  aux  valeurs 
calculées  par  Lapl^acê,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  'grande  inégalité  qui  dépend  du  caiTC 
des  forces , perturbatrices.  11  serait  à désirer  cepen- 
dant qu’on  comparât  de  nouveau-  les  formules  ^insi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  eî  Safiirne 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard ; les  corrections  qui  . en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  : mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l’a  dit  n°  87  , pour  la' massé  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à peu  près"' celle 
qu’avait  donnée  Newton  , une  correction  qiti  rappro- 
cherait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  élongations  dès 
satellites  observées  par  M.‘ A iry,  i^rrro:» 
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CHAPITRE  XXII. 


1 • 4 v> 


Formation  des  Tables  astronomiques  par  la  compa^ 
raison  des  observations  et  de  là  théorie.  Détermina-* 
tion  du  plan  invariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires. 

iNous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  plane'taires,  et  montrer  comment,  par^ 
le  concours  des  observations  et  des  ^formules  de  la 
théorie,  on  peut  s’élever,  de  siècle  en  siècle,  à la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  le^  mouvenieiis  célestes. 
Nous  entrerons,  à cet  égard,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astrpnomes 
qui  s occupent' spécialement  de  cet  objet,  mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde  , et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a d’influence  sur  les  valeurs  des  élémcns  d’où  dépen-r 
dent  les  tables  astronomiques , et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus . 
pour  donner  a ces  tables  toute  la  précision  que,  les 
observations  comportent.  ' ' ^ 

Dans  rétat  actuel  de  l’Astronomie,  on  doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémeus  de 
leurs  orbites  comme  à peu  près  connus  , et  ils 
n"ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu’on  déter- 
minera à mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses, 
et  les  coefïiciens  indéterminés  que  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules , et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  l’on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes , et  les  modernes  trop  rapprochées , pour 
qu’on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées,  on  est  obligé  d’employer,  à leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d’un  grand 
nombre  d’observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela , on  réunira  un  grand  nombre  d’ob- 
servations faites  avec  de  bons  instrumens,  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu’il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d’abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l’aberration  et  de  la  nutation , en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique , c’est-à-dire  vues  du  centre 
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du  Soleil,  par  les  formules  connues,  et  Ton  effec- 
tuera les  mcMiies  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tions dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  tables  provisoires  qui  résultent  des  formules  pré- 
cédentes, disposées  comme  on  Ta  vu  n®  107,  on  calcu- 
lera les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
les  observations  d’une  rigoureuse  précision , les  va- 
leurs résultantes  de  l’observation  et  du  calcul  de- 
vraient être  identiquement  les  mêmes;  les  différences 
seront  donc  l’erreur  des  tables,  puisque  l’on  suppose 
que  l’on  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d’une  très  petite  quantité 
chacun  des  élémens  de  l’orbite  elliptique , ainsi  que 
les  valeurs  des  masses  perturbatrices,  dans  l’expres- 
sion de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète,  et 
en  égalant  les  variations  qui  eu  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie , on  aura 
autant  d’équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu’on  a fait  subir  aux  élémens  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  aux  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu’elles  renferment,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à réduire  leur  nombre  à celui  des  incon- 
nues , et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d’élimination,  on  en  déd..,lra  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités. On  aura  ainsi  le  moyen  le  plus  exact  que  l’on 
puisse  employer,  dans  l’état  de  perfectionnement 
qu’a  atteint  l’Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arriver,  par  des  corrections  successives,  à la  détermi-^ 
nation  exacte  des  masses  et  des  élémens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  V'  la  longitude  héliocentrique  dé  m dé- 
duite de  lobservation , et  V cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes , ou 
des  tables  provisoires  qu’on  en  aura  déduites , et  soit 
cTV  la  variation  de  V résultant  des  corrections  de 
chacun  des  élémens  qui  entrent  dans  son  expression  , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  V = V'  + cTV , et  par  conséquent^ 

J'Y  = V'  — V. 

Si  l’on  désigne  par  F,  P",  etc. , les  perturbations 
qu’éprouve  la  planète  m par  l’action  des  planètes  m', 
etc. , en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé, on  aura 

V=/2^-{-g+2esin(w^-|-  € — ^;)-t-m'P'  + /7z'T"+etc. , 

en  n’ayant  égaid , pour  plus  de  simplicité,  qu’au 
premier  terme  de  l’équation  du  centre,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
même,pn  ne  conservera  dans  P',  P",  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefficiens  les  plus  considérables. 

Si  l’on  différentie  par  rapporta  la  caractéristique  S" 
cette  expression  , en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouvement  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  ni', 
m",  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  p=nt~\^  ê — ü), 
on  aura 

(<//»  ■+•  cosf/)-j-  ‘ij'g  sin p — iccTacos etc..». 
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et  par  conséquent , entre  les  variations  tS'iiy  cTs,  etc., 
on  aura  l’équation  de  condition  suivante  : 

[t  «T/i-f-J'i)  (i-4-2ecosp)-f-aJ'e.sinp-—2c/û»cosp-f-P'JVn'-f*P"<l'/n"-f*ctc.=V'~V . 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable , et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés , fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  JV?, 
«fg,  éTc,  S' où  , et  celles  des  masses  perturbatrices  tw', 
m",  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables,  qui  serviront  à corriger  les 
deux  autres  éléraens  de  l’orbe  elliptique,  c’est-à- 
dire  ceux  d’où  dépend  sa  position  dans  l’espace.  En 
effet,  si  Ton  nomme  ^ l’inclinaison  de  l’orbite  de  m 
à l’écliptique  fixe,  ce  la  longitude  de  son  nœud  as« 
Cendant,  et  S le  sinus  de  la  latitude , on  aura 
S = sin  <p  sin  (V  — a)  ; en  différenliant  par  consé- 
quent par  rapport  à ^ et  à a , on  aura 

«TS  = cTcp  cos  (p  sin  (V — a)  — S'a  sin  (p  cos(V — a). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée , et  S le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

cT(p  cos^sin(V — a)  — cTasin(p  cos(V  — a)=S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant  à-  ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d’en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  cT(p  et  de  ma- 
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nière  à satisfaire  le  plus  exactement  possible  à l’en- 
semble des  observations. 

Avec  les  éle'niens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées , on  opnstruira  de  nouvelles 
^ tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
l’on  a employées.  Chacune  de  celles  qu’on  fera  dans 
la  suite , comparée  aux  résultats  de  ces  tables , four- 
nira de  nouvelles  équations  de  condition  que  Ton 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d’en  rassembler  un  assez  grand  nombre , en 
combinant  entre  elles  les  équation:  de  condition , 
tant  anciennes  que  modernes  , en  déterminera  une 
seconde  fois  les  corrections  des  masses  et  des  élé- 
mens  elliptiqujBS  avec  lesquels  on  construira  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière , et  en  répétant  cette 
opération  à des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans,  on 
parviendra,  par  des  approximations  successives,  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

C’est  de  cette  manière  qu’ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  trente  ans , les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus , que  l’on  peut  regarder,  pour 
l’ordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables , celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d’exac- 
titude toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  l’on  pourrait  ajouter  encore  à leur 
précision , en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se- 
rait surtout  à désirer,  comme  je  lai  dit,  qu"on  reprît 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
condition  qu’a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations , pour  s’assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu’on  a conclue  des  élongations  de  ses  satel- 
lites, d’après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  > dans,  les i niouvemens  de  Cérès,.Junon  et 
Vesta.  • : * ■ ' i r:> 

Les  tables  d’Uranus  qui  avaient,  lors  de  leur  for- 
mation , toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on  , que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  faut  l’attribuer  sans 
doute  à ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fnt  rangé  parmi  les  planètes,  n’ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables,  à cause  de  leur  peu  de 
précision , et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
n’étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cru  aussi  qu’il  serait  pOvSsible  que  cette  planète,  qui 
s’éloigne  à de  si  grandes  distances  du  Soleil , dans 
les  espaces  où  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu’il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu’après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu’on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d’observations  et  former  de  nouvelles  tables 
de  la  planète.  On  s’assurera  alors  si  ces  tables,  plus 
exactes  que  les  premières,  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses  mouvemens. 

ii5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n®  79,  livre  II, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde , c’est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
l’usage  qu’en  pourraient  faire  les  astronomes,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacernens  des 
orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus. Si  l’on  nomme  y l’inclinaison  du  plan  inva- 
riable à l’écliptique  fixe  de  1800,  et  O la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan , on  a , par  le 
numéro  cité, 


tang  y sin  II 


tang  y cos  O 


2m [/a(i  — e* ) sin  ^ sin  a 
2m  y' — e* ) cos ^ 

2m\/o(i  — e“)sin^cos<8 
2mt/<2(i  — e’)  co8Ç> 


le  signe  2 représentant  la  somme  de  tous  les  ternies 
, semblables  relatifs  aux  planètes  /w',  m^,  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d’elles,  dans  ces  formules,  à la 
place  de  m,  a,  e,  (p  et  a,  leurs  valeurs  données  n®  88, 
on  a trouvé 

n ==  1050  8' 45", 

y=  i®34'i6". 

En  remplaçant  ensuite  e , <p  et  a par  leurs  valeurs 
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relatives  à l’écliptique  fixe,  calculées  pour  l’époque 
de  2000  d’après  les  formules  du  n®  gi , on  a 
trouvé 

n = io5®  8'5o", 

^ I ® 54^  1 5’^  * 

* » 

Ces  valeurs^  s’écartent  peu  des  précédentes  ; les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  longitude  du  nœud  que  sur  Finclinaison , ce 
qui  tient  a ce  que  l’inclinaison  y du  plan  invariable 
sur  l’écliptique  étant  peu  considérable  , les  numéra- 
teurs des. équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tanglT 
étant  donnée  par  la  formule 

• ^ ri  S.mV/û(i  — e*)  sin  Æ sin« 

tang  n = -L.  ■■  ~ — , 

X.my  a(k  — e')sin^cos« 

* ' î 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  2m  \/a(i  — e*  ) sin  <psina  e 

2m  \/a{  I — e*  J sin  ^cosa , peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  II , et  par  suite 
dans  celle  de  l’angle  II.  La  même  remarque  s’ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes,  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l’orbite  troublée  par  rapport  à l’orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 
Tome  III.  54 
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blie  la  fixité  du  plan  invariable.  Cependant^,  d^ns 
un  chapitre  consacré  spécialement  à montrer,  Içs  se-t 
cours  que  la  théorie  peut  fournir  à l’Astronomie 
pratique,  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  l’on  pourrait  se  former  de  Futilité  de 
ce  plan  de  direction  constante,  pour  la  détermina- 
tion des  mbuvémens  célestes.  En  effet , pour  que  la, 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu’on  pût  déduire,  pour  une  épo^ 
que  quelconque,  des  données  fournies  par  l’observa- 
tion, la  position  de  l’orbite  de  chaque  planète  ‘ rela- 
tivemènt  à ce  plan.  Or,  c’est  ce  qui  n’a  pas  lieu  J 
ainsi,  par  exemple,  au  moyen  des  équations  (i)f 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
l’écliptique,  à un  instant  donné;  mais  pour  en  coü- 
clure  réciproquement  la  position  de  l’écliptique  râjH 
portée  au  même  plan,  et  pouvoir  la  comparer ’à  celle 
qu’avait  cette  même  écliptique  à une  autre  epoque 
quelconque,  il 'faudrait  qui, L existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d’où  les  longitudes  fussent 
coipplées.  En  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entre  la  droite  fixe,  la  ligne  des  équinoxes 
et  l’intersection  de  l’écliptique  et  du'plâti  inyariablé» 
triangle  ^dans  lequel  on  connaîtrait  l’angle  y forme 
par  les  deux  plans,  le  côté' Il  compris  entre  la 
ligne  des^  équinoxes  et  leur 'intersection-  commune’» 
et  le  côté  compris  entre  cette >inémé  ligne -et  la  droitç 
fixe , on  déterminerai à chaque  époque  rinclinaisoa 
de  l’écliptiqué  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  à une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièreTnent  détermi- 
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ttëe.  Nous  avons  vü , n®  22  , livre  I , qu’en  fai- 
sant abstractoin  de  toute  attraction  étrangère , et 
en  nayant  égard  qu’à  raction  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent,  le  centre  de  gravité  du  système 
S(daire  était  emporté  dans  l’espace  d’im  mouve- 
mènl  ^.rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a proposé 
d’adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre , pour  la  ligne  fixe  d’où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet,  cette  ligne 
et  ce  plan  sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariables  que  nous  connaissions  dans  la  nature, 
biais  pour  réaliser  cette  idée , il  faudrait  que  la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fut 
dès:à  présent  bien  déterminée  par  l’observation  ou 
parties  données  qui  en  résultent,  et  facile  à retrou- 
vei’  à chacune  des  époques  futures  où  l’on  voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c’est  ce  qui  n’a  pas 
lieu  et  ce  qu’on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science,  dans  un  avenir  très  éloigné. 

,Le  plan  invariable  aujourd’hui  peut  donc  faire 
connaître* simplement  les  variations  d’inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ; mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à trouver  une  droite  fixe  qui  pût  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet  > 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes , c’est  d’avoir 
les  variations  de  l’écliptique  vraiè  par  rapport  à un 
plan  immuable,  puisque  c’est  à l’écliptique  qu’ils 
rapportent  tous  les  mou vemens  célestes  ; or,  comme 
l’inclinaison  du  plan  invariable  sur  l’écliptique  fixe  est 
très  petite,  il  en  résulte,  comnje  on  l’a  vu,  que  la  lon- 
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eu  aient  fait  ancuu  usage.  Cependant,  la  de'couverte 
du  plan  invariable  f par  Laplace , n’en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d’analyse, 
déduit  des  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires , de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à vérifier  leurs  valeurs. 

1 16.  Les  variations  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  développant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées , déduites  de 
la  comparaison  d’un  grand  nombre  d’observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regar- 
dées comme  très  approchées,  et  sont  ce  que  l’on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l’état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure , déterminée  d’une 
manière  empirique , laisse  seule  beaucoup  d’incer- 
titude ; mais  cette  masse  est  si  peu  considérable , et 
les  effets  qu’elle  produit  sur  lesmouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu’il  ne  peut  résulter 
de  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire. 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  par  M.  Airy  dans 
ces  derniers  temps,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound , contemporain 
de  Newton,  et  les  seules  qu’on  eût  employées  jus- 
qu’ici pour  déterminer  la  valeur  de  cette  iuassc%  Il 
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était  à désirer  que  ces  observations  fussent  vérifiées 
avec  le  plus  grand  soin  ; nous  avons  appris  que 
M.  Arago  s’en  occupe  en  ce  moment,  et  lès  résul- 
tats satisfaisans  qu’on  a droit  d’atténdre  d’un  obser- 
vateur si  habile,  seront  d’un  heureux  augure  pour  la 
nouvelle  direction  qu’il  vient  d’imprimer  à l’Observa- 
toire royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
élongations  des  satellites  de  Saturne  et  d’Uranus  ; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
'Jupiter  ; mais  c’est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l’attention 
des  astronomes , et  qui  ne  peut  rester  plus  long-temps 
indécis. 

L’obsei'vation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l’attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
devancés,  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  l’autre 
côté  du  Rhin,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d’observations  exactes,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
premier  avantage  qu’ils  en  ont  retiré,  est  une  correc- 
tion importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  l’on 
avait  adoptée  depuis  Newton. 

Mais  en  même  temps  que  l’Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu’elle  a jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui.  faire  perdre  un  moment,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu’il  est  un  héri-. 
tage  que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  légué  à leurs  successeurs  ^ et  qui  ne  doit  pas 
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des  masses  les  plus  concordantes  avec  les  observations* 
L’exactitude  avec  laquelle  ces  formules  représentent 
les  plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  par- 
venues, montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumis  à l’influence  d’aucun  corps  étranger  au 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assurée.  La  grande  loi 
de  l’attraction  universelle  suffit  à tout  ; il  n’y  a paa 
une  inégalité  des  mouvemens  célestes  qui  n’en  dé- 
rive avec  une  admirable  précision;  et  lorsque,  dans 
ces  mouvemens,  quelques  anomalies  étranges  , qui 
semblaient  échapper  à toute  explication , ont  fait 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  géné^ 
ralité , on  a bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé- 
thodes ou  l’insuffisance  des  approximations  avaient 
seuls  empêché  d’en  reconnaître  d’abord  les  causes 
simples  et  naturelles.  11  n’y  a pas  long-temps  encore,, 
quelques  géomètres,  pour  expliquer  la  différence  des 
valeurs  de  la  masse  de  Jupiter , déduites  du  calcul 
des  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  deM.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l’attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances , m^^is 
encore  de  la  substance  du  corps  sur  lequel  elle 
s’exerce,  et  qu’ainsi  il  était  nécessaire  d’employer 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Gérés  et  Vesta.  Mais  les  Observa- 
tions de  M.  Airy,  en  montrant  que  l’attraction  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu’il 
exerce  sur  les  petites  planètes,  a déjà  en  partie  ré-^ 
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futé  cette  assertion,  et  le  nouveau  travail  dont  s’oc- 
cupe M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainement 
aucun  doute  à cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obligés  de  renoncer  à cette  admirable  simplicité  qui 
est  Tun  des  caractères  distinctifs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Newton.  L’action  de  la  gravité,  en  rai- 
son directe  des  masses  et  invei'se  du  carré  des  dis- 
tances , est  la  même  sur  tous  les  corps  ^ quelle  que’ 
soit  leur  nature;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes  et  des  satellites; 
elle  s’applique  avec  la  meme  précision  à la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes,  quoiqu’elles 
semblent  composées  de  substances  j>articulières;  en- 
fin , si  l’on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Laplace 
sur  l’origine  du  système  planétaire,  cette  loi  est 
l’unique  agent  qu’ait  employé  la  suprême  intelli- 
gence dans  la  création  du  monde  physique.  Ainsi, 
seule  elle  a présidé  à sa  formation  , comme  seule 
elle  suffit  aujourd’hui  à ses  mouvemens  et  h sa 
conservation.  i t 


I • 
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NOTES  . 

RELATIVES  AU  LIVRE  VI. 


» 


NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  Vexpression  de  la  fonction  perturbatrice. 

{V'ojrez  chap.  P^) 

I 

Pour  simplifier  dans  le  n®  i du  livre  VI',  nous  avons  choisi 
pour  plan  de  projection  un  plan  passant  par  la  commune 
intersection  des  orbites  des  planètes  m et  ; mais  il  est  aisé 
de  voir  que  Texpression  de  la  fonction  R qui  en  résulte,  a 
cependant  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible, , ce  qui 
tient  à ce  que  cette  fonction  ne  dépend  , comme  ou  l’a  vu , 
que  des  distances  mutuelles  de  m et  m’,  et  de  leur  distance  à 
l’origine  des  coordonnées , et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  effet,  soient  comme  dans  le  n®  i , chapitre  i*',  a:,  /•,  x, 
les  coordonnées  rectangulaires  de  m relatives  à des  axes  quel- 
conques, soient  x*  yjc* y z'  les  coordonnées  de  m’,  faisons 

f = v/(a/  — or)" -+-(/  — , 

et  désignons  par  v et  v'  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  m'  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites , à partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des  coordonnées  x et 

En  nommant  i l’inclinaison  de  l’orbite  de  m sur  le  plan- 
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fixe , et  9 la  longitude  de  son  nœud  ascendant , on  aura 

* * 

X = rcosôcosv — r sin0  cos  2sint;, 

jr  r=rsin  -f* cosi  sin  i;, 

Z z=  r sin  i sin 

£n  nommant  Ô'  et  t ce  que  deviennent  # et  i par  rapport 
à m\  011  aura  de  même 

x'  = r cos  û'  cos  v'  — / sin  ô'  cos  sin  v' . 

y =z  sin  6'  cos  V -f*  r cos  cos  ü sin  v* , 

f f • • f 

X =z  r 6in  i sin  v . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Texpression  de  p*,  on 
trouve 

— 2r/cos(#'— ô)cosvcosv' — 2rr'cosisin(tf'-é)sinvcosv' 
-f-  2/t'  cos  sin  (6'  — 6)  cos  v sin 
— 2r/[co8  i cos  a cos(  6'  — ô)  -J-  sini  sin  T]  sin  v sin  v . 

On  voit  déjà  par  cette  expression , qui  ne  contient  que  Tare 
6' — 0 compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites,  que  f et  par 
conséquent  la  fonction  R , sont  indépendantes  de  la  droite 
d*où  les  longitudes  sont  comptées  sur  le  plan  fixe. 

Pour  introduire  dans  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent  la  position  de  la  commune  intersection  des  deux 
orbites,  j’observe  que  les  angles  vetv'  étant  comptés  des  nœuds 
des  orbites  de  m et  de  m'  sur  le  plan  fixe,  si  l’on  nomme  IX 
la  longitude  de  leur  commune  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première , et  cette  même  longitude  comptée 
sur  l’orbite  de  m',  qu’on  désigne  par  u et  u les  longitudes  des 
deux  planètes  comptées  de  cette  même  droite  et  sur  les  plans, 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

V = V -4-  n — 9,  v'  5=  V''  n'  — 6'. 

Si  l’on  substitue  pour  v et  v'  leurs  valeurs  dans  l’expression, 
de  P* , on  aura 
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^*=r»'+-r'*---arr'tco*(fl'-fl)co8(n'-6') — cü8i'j>jn(6'-9>in(n'-fl')]co8(t^^n-fl)co5t'' 
-H»r/[co8(fi'-6)»in(n'-ô^+co«r8in(ô'-ô)cos(n'-ô')]cos(»»+n-8)8in4/ 

— arr'  ^ [cos  i cos  cos  (ô'  — fl)  H-  sin  i sin  i']  sîn  (II'  — 9') 

+ C08  i sin  (ô'  — fl)  cos  (TI'  — O-))  sin  (m  +n  — fl)  C08 1* 

— arr'  ■(.cos  i cos  i'  cos  (fl' — fl)  ?f*  sin  4sin  t']  cos  (n'—  6') 

— cos  i sin  (fl'  — fl)  sin  (II'  — fl')  j sin  (»#  -f-  H — fl)  sin  tf'. 

Considérons  le  triangle  sphérique  compris  entre  les  plans 
des  orbites  de  m et  m' , et  le  plan  fixe  ; nommons  I Tin- 
clinaison  mutuelle  des  deux  premiers  plans  : IT  — Ô , It  — fl% 
et  ô'  — 0,  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangle,  et  i8o* — 
r et  I les  angles  respectivement  opposés  à chacun  d’eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique , on  aura 

cos  (n  — 0)  =cos(fl'— fl)cos(n' — fl') — cosrsin(0'— 0)sin(n'*— 6'), 
cosTsin(n  -6)=cos(0' — 6)sin(n'— fl')+cosr'  sin(fl'— 6)cos(n' — fl') , 
cos/sin(n — 6)=sin(ô' — fl)cos(n'— fl')-|-cosi'  cos(fl' — 0)sin(n' — 0') , 
sinisin(n — 6)=  sin  f sin  (IT'  — fl') , 

cos  I = cosicos  r + sinr  sin  f cos  (fl'  — 0) , 
cos(n'— 0') =cos(fl'— fl)cos(n — 0)  -|-  cosisin(0' — fl)sin(n — fl) . 

' I 

En  vertu  de  ces  relations,  le  coefficient  de. 

— 2r/  cos  (v  -f-  n — 0) cos  dans  l’expression  de  p* , se  réduit 
à cos(n  — fl)  ; le  coefficient  du  terme  +2rrcos(i»-f-n — 0)sin 

se  réduit  à cos  I sin  (n  — 0) , le  coefficient  du  terme 

— 2r/  sin  (t'-t-  n — 0)  cos  / peut  s’écrire  ainsi 

cos  fXsin(0'  — 0)  cos  (n'  — 0')  4-  cosi'cos(6'—  0)sin(n'  — 0')] 

-{-  sin  I sin  f'  sin  (n'  — 0') , 

qui , en  vertu  des  relations  précédentes  devient 

cos’ï  sin  (n — 9)  4 *sin(n  — 9) , ou  simplement  sin(n  — 6). 

Enfin  , le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction, 
multiplié  par  cos  (fl' — 0) , peut  prendre  cette  forme 

[cos  i cos  i'  4 sin  i sin  r cos  (fl'—  6)]  cçs  (fl'  — fl') 

— cosisin(fl'— 0)[cos(0'— fl)sin(n'— fl')4cost'sin(0'-0)cos(n'— 0')]  , 


DIgitized  by  Google 


ou  bien 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


cos  I [co8  (□'—#')  — COS  / sin  (ô'  — 8)  sin  (FI  — ^)]. 

En  substituant  pour  cos(n'  — 6')  sa  valeur , et  divisant  par 
cos  (8^  — 8)  le  résultat  y on  voit  que  le  coefficient  cherché  se 
réduit  à cosi  cos(n  — 6). 

On  aura  donc  ainsi 

* » 

= r“-f-  — ‘2rr'cos(n  — cos(t'-f-Il— 8)  cos  v' 

. -f-  2rr  cos  I sin(n  — 8)  cos(t'-f-n — 8)sinv 

— arr'  sin(n  — ô)sin(v  — 8)cosv',  ' i 

— ?,rr  cos  1 cos  (n  — 6)  sin(t^-|-n  — 8)  sin  v 

Ou  en  réduisant 

^*  ==  r*  -f-  r * — arr'cos  v cos  v — arr  cos  I sin  v sin  /.  » 

« 

On  voit  que  celte  valeur  ne  dépend  plus  que  de  rincli— 
naison  mutuelle  des  deux  orbites,  et  de  la  position  respective 
de  m et  de  m'  relativement  à leur  commune  intersection. 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n°  i«  Si  au  lieu  de  compter  les  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites,  ou  voulait  leur  don* 
ner  une  origine  quelconque , il  suffirait  de  retrancher  de  v 
et  V les  angles  IT  et  II'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 
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NOTE  II.  . 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  ^variations  dè 
^ ' Vinclinaison  et  des  nœuds,  (J^ojez  page  24O 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  aux  form^les  du  n^  4> 
livre  VI. 

En  effet,  faisons  , . • . *. 

'1 


x=arcos(v»  — a ),  j^î:î=rsin(t»— «)cos^,  «=r8in(i#— «)sin^ , 
X =:r'cos(t»' — j^=/sin(/ — <*')cos^',  2'=r'sin(i'— 

léâ‘  angles  » et  d désignant  les  longitudes  de'  Tintersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement  Vune 
sur  le  plan  de  Torbite  de  m , l’autre  sur  le  plan  de  l’orbite 
de  m'.  ' ' ■ 


) > 


Si  l’orbite  de  m.est  supposée  très  peu  inclinée  au^plait  fixe 
des  a:  et  des  j^,  et  qu’bu  néglige  le  carré  de  l’inclinaison  ç de 
ces  deux  plans , les  coordonnées  x et  r seront  indépendantes 

..  <>  I'.'  : \ yr  ‘ ’•  .-  I • . r . 

de  0,  et  si  1 on  fait  , . 

T 7 ■ . . I I 


I > > n. 


‘ P z=si  am<p  sin  U , q ^ sinpcoB«; 
d’où  l*bn  conclut  . 


>( 


.*  'J 


- = ^sin  P — pcos  p;  * 


I • 


!f 


> < >3 


on  aura  simplement 


da 

— r cos  P 

dp 

dR 

~T-  = — r sin  P 
dq 


(0 


En  différentiant  la  valeur  de  K , et  en  faisant  dans  la 
différentielle  z = o , ce  qui  est  permis  lorsqu’on  prend , 
comme  nous  le  ferons , pour  plan  de  projection  celui  de  l’or~ 
bite  primitive  de  m,  et  qu’on  néglige  le  carré  des  forces 
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oR  f f / I 1 \ 

m Z ^,3  J. 


Si  l'on  nomme  y l’inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  à 
l’instant  que  l’on  choisit  pour  e'poque  , ët  n la  longitude 
de.  leurs  uœuds,  en  prenant  le  plan  de  l’orbite  de,m  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  inouvemens  des  deux  pla- 
nètes , on  aura  y — =n.  Par  conséquent  ' 

i =:  >»  Slfl  — IT)  sm  y.  • 


t « * i r. 


JR‘  • 


■ l 


Si  l’on  substitue'  cette  valeur  dans  -p- , et  qu’ensuite  on 

r ' ,7.:OTl  U..  J ,,,  f ' dz  • ■ ' J*  , . _ 

remplace  ^ par/sa  valeur  dans  les  équations  (i) , -on  aurav, 


• ^ 
dp 

dR 


, sin  ÿ sÎb  (V'  — ri)  COsi^,'  - 

dp  Ap*  '*  /-'V  ' ^ ’ c ' 


«R  / / * * \ J-  îi  ' if.  ilO 

~=  m f -y -—-7^1  rr  sin  y sin  — II)  sine. 

^ /Tl.  ’ , M.  . . . 

Malhtenilii't,,  par  la  süLstîtutioit.iile  là  vàlàur  de  V.ion  a, 
n“  I,  page  4,1, 


» i-*  • • 

il  c 


> 1 M 


X » 


P*=r*-f  r'“-^2rr'cos(i^'— t')cos*^y — '2rr'cos(4»'  1' — 2n)8În“îy. 

On  a d’ailleurs  ^ , 1-  /•  1 * n.  ? 


r ; \p  2r^/  • 

# 

__  /I  I \ ' • J 


f/iu:  .•« 


d’où  l’on  tire 

On  a d’ailleurs^Œ^^,  ^ = — ^ = ^ 

P /'  •'  ,dti  dy  \ dy  d§  ,dy  dn . dp  dn* 

I ::.,n _i.î -i. -3  _ 3i..  V : . . , , 

on-troutèrh  ainsi  * * ' '' / . '>* 
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• I 

~ "h)  O cos*  i>-8in(»/-f  *'-an)8În*  , 

^ = W rr^sm»i>8in(«/  + ^'-an), 

~ r'^  ^ — t')  — cos  (i/*'  4-  ♦/  — an)]. 

Maintenant,  si  l’on  multiplie  la  première  de  ces  valeurs  par 

. 1 1 cosn  , . ■ 

tangjycosn,  la  seconde  par  -7-— ’ ,;la  troisième  par  sm  II, 

et  qu’on  les  ajoute  ; qu’on  multiplie.,  ensuite  la  première 

par  tang  J sin  n , la  seconde  par  > la  troisième  par 

— cos  n , et  qu’on  les  ajoute,  on  trouvera 

on  aura  par  conséquent  , . , . ' 

A * 

dR  dR  . / I dR  , dR\ 

■'  dp  »:*  \8in^</n  dv / 

dR  , r dR\ 

- 5n  + ‘““S  ^ 

' . .A  >■  - t . 


dR  dR  ^ / I dR  . , dR\  :• 

-7-  = T-COSn-f-f  -T 

\si] 


dq  dy  ' \sin 
Par  les  formules  du  n®  44  > livre  II , on  a 

I i 4 ♦ 

andt  /^\-  andl  /dR\ 

''P  = v7tT?KT^)’ 


On  aura  donc  enfin 


•}(  < 


. \ 


i » 


* A * / * 

, andt  n dR  f 1 dR  , ^ , dR\  . "1 

^Pr-  '“"-(s-îs;  2n + ‘r®  J ’ 


U 


' ^ andt  pdR  . / 1 dR  dR\ 
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NOTE  III. 


Sur  les  fonctions  elliptiques,  {Voyez  page  87.  ) 

Si  Von  fait  x = sin<p,  sin  (p' , la  différentielle  de  l'équa- 
tion (C)  deviendra 

=.  (.) 


Soit  X = 


^ I — X*  \/ 1 — c“ar’  V/ 1 — jr'^  \/  \ — c'y 


, ce  qui  donne 


V i — 

— 0*^’  “I*  c^x*)x'  4-  a:*  = O. 

En  différcntiant  cette  équation  on  trouve 

ydf  dx 

x(  1 — c y*)  fc^  4-  c ^x^ — 2^’ J**  ’ 

ou  bien  en  substituant  pour  x sa  valeur 

/ dy  ftdx 


(^) 


\/T^*  {/ 1 — cV 

Si  Von  multiplie  par  fi  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  Véquation  (i)  on  aura 

dx  fc*dx 

V/ 1— ar’  [/ 1 —c^x^  ~ *' 

Mais  de  Véquation  (2)  on  tire 

+ c'\T*  — V^0«4*  4- 

Par  conséquent 


fc^  i — X*V  ^ — c*ar*  -f"  c'^x^y  — 4“*^* 

Si  Von  compare  les  dénopainateurs  dans  les  deux  membres, 
on  aura 

c'4  = c*^S'  = 


2 


d’où  Ton  tire 
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I/o’ 


</=: 


I -f-  c 


On  aura  donc  ainsi  pour  /*  et  c des  valeurs  réelles , et 
l’équation  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x etjr 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l’expression  de  x , on  aura 


sin^  = 


fl  sin  cos  (p* 

v/  I — c'“cos*^’ 


, c' 


valeurs  qui  satisferont  à l’équation  ((?),  n°  22,  ainsi  que 
nous  l’avons  supposé. 

: ; i-j;  ;>.■'  , JrtOi-M 

• î i>l> 

■ • . • ; V-' 

: . : •.  .1  - ■•.:•  ;"'r'  / 

/v;,  ■■  . '••  •. ' ■■■  î r^-niTn'>î‘>l>  «il 

I . a;  (■„.  c'.d  kfi' 

: ’i  a i;.i  p;  J -,  j^w^î 

‘ J.-  i 1 ■ 4îtv, 

^ : ■■••  ‘îii  aio^,a. 

. >'lv\ 

..ï-v.v  .;,  vA,  v.v.v.%w> 

; ■*»  . -A.  tvo  •>  iûlj»  yvY 

. ■ ^ U-. 

J-  ' . . ';a.  >J  btÎKJ^ifqj^’^Bq.;;  ;:-./a  wp  î«5Ü^iy.^  ii  ^ 

55.. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire.  (J^oy.  p.327.) 

f 

Ou  a entre  les  excentricités  et  les  tangentes  des  inclinaisons 

des  orbes  plane' taires  les  équations  de  condition  suivantes  : 

« 

e*m  -fr  v/a"  -f-  etc.  = C , 

tang*»pm  v/ V^a'4  tang*^"m"  ^ a"4-etc.^C. 

Lagrange , dans  le  n®  loa  de  la  section  VII  de  la  Mécanique, 
analytique,  dit  : « Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bites ( et  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons  ) 
qui  appartiennent  à des  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne  ; mais  celles  qui  appartiennent  à des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  l’unité  et  au-delà, 
et  l’on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l’intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  reinarque,  que  j’ai  développée  avec  détail  n®  56, 
paraît  avoir  été  mal  saisie  par  Laplace,  qu’il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet , après  l’avoir  reproduite  dans  le  n®  2 , 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  ; « Lagrange  en 
conclut  que  l’on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conserveront  toujours  une  petite  valeur  qu’e/i  résolvant  V équa- 
tion algébrique  qui  détermine  les  coejficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e sin  u , e cos  a»  , e'  sin  e/ , etc., 
et  en  s* assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j’ai  dit 
dans  le  n®  67  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  à cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d’après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l’observation  de 
Lagrange , il  est  évident  qu’il  n’en  a pas  apprécié  toute  la  por- 
tée. En  effet,  Lagrange  ne  dit  pas  qu’il  suffise , pout  que  les  ex- 
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centricitës  et  leÿroclinaisons  soient  toujours  très  petites , que 
rëquation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses  racines  réelles; 
mais  bien  qu’il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  l’intégration  des  Ibrmules  difFéren:- 
tielles  qui  les  déterminent,  demeurent  toujours  très  petites  , cc 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n®  56,  livre  VI, 
soit  aussi  satisfaite  , comme  nous  l’avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à faux  , puis- 
qu’elle ne  s’applique  pas  à l’observation  de  Lagrange  prise 
dans  sou  véritable  sens. 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace  , 
nous  en  avons  reproduit  l’esprit  dans  le  n°  65  du  livre  ÎI  ; 
mais  puisque  l’occasion  s’en  présente  , nous  ferons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l’on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste  , et  qu’on  se  demande  ensuite  quelles, 
sont  les  vraies  conséquences  qu’on  en  doit  tirer,  on  conclura , 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire." aux  équations  de  condi- 
tion {à) , l’équation  que  nous  avons  désignée  par  X = o dans 
le  n°  56,  livre  VI , doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales , ou , ce  qui  revient  au  même , que  pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéüni-* 
ment,  il  faut  que  cette  condition  soit  nécessaii renient  satis- 
faite ; or,  n’est-ce  pas  ce  que  l’on  sait  d’avance  par  la  forme 
même  des  valeurs  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  n’est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C’est  seulement,  selon  moi,  de  l’équation  algé- 
brique X = O que  l’on  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ; et,  ce  qui  serait  à désirer,  c’est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation  J ou 
pût  démontrer  la  réalité  et  l’inégalité  de  ses  racines  ; mais  cela 
parait  très  difficile  lorsqu’on  considère  à* la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales,  et  jusqu’à  ce  qu’on  y soit  parvenu  , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s’assurer  de  la  réalité  de  scs  racines,  comme  je  l’ai  fait  n®  92 
du  livre  VT  , 
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NOTE  V.  (Voir  page  34^) 


Moyens  mouvemens  sidéraux  des  planètes  pour  une  année 
julienne  de  365^  j,  ou  valeurs  de  n,  n',  etc. 


Mercure, . . 

538ioi6",53 

Vénus 

,.  n’  — 

2106641 

La  Terre., . 

,.  n"  — 

*295977, 37 

Mars 

689061 ,o8 

Jupiter.  . . . 

109266,59 

Saturne... . 

43996,00 

üranus . . . , 

16426,49 

d*où  Ton  a conclu  : 


Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil  ou  demi- grands 

axes  de  leurs  orbites* 


' Mercure 

a = 0,38709888 

Vénus 

a*  = 0,72333228 

La  Terre 

a*  = 1,00000000 

Mars 

0*  = I ,62369210 

Jupiter. ..... 

6,20116624 

Saturne 

à*  = 9,63797320 

üranus 

«^*=19,18261740  - 

Telles  sont  les  valeurs  des  moyens  mouvemens  et  des  dis* 
tances  moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ; ce  sont  celles  qu’on  aurait  du  employer  dans 
^ le  calcul  des  perturbations  planétaires  : mais  en  les  com- 
parant aux  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n**  on  voit 
qu’il  n’en  peut  provenir  dans  les  résultats  aucune  différence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques, 
relatifs  à l’année  i8oo , que  nous  avons  prise  pqur  époque, 
u’ont  besoin  d’aucun  changement. 


i 
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NOTES  DIVERSES. 


Sur  la  comète  de  lySg. 

L*époque  qui  s*approclie  du  retour  de  cette  comète  à son 
périhélie  donne  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  éléinens 
de  Torbite  pour  i835,  que  j’ai  donnés  n®  47  du  livre  III , ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j’ai  présentés  dans  la  Connais^ 
sance  des  Tems  pour  i833  ; mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu’a  obte- 
nus M.  Damoiseau,  comme  je  l’ai  annoncé  n®  4*>  livre  cité, 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j’ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m’a  engagé  à recourir  au  travail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  exemples  numériques  que  je  voulais 
donner,  c’est  que  cet  astronome  avait  adopté  la  division  sexa-- 
gésimale  du  cercle,  que  j’ai  suivie  dans  tout  le  cours  de  cet  ou* 
vrage , tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j’ai  piéféré, 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l’Académie  des  Sciences^ 
tome  VI  {Savons  étrangers)  ; j’en  ai  extrait  les  résultats  sui- 
vans,  convertis  en  secondes  sexagésimales,  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j’ai  fait  subir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à l’action  de  la  Terre , que 
je  n’avais  considérée  qu’à  partir  du  périhélie  de  1759,  et  dont 
l’influence  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  , quoique  moins  forte  que  celle  qu’elle  a exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l’ont  suivi,  sera  pourtant  assez 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu’on  eii 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j’ai  dit 
dans  la  note  V du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  éléinens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de  1682  et  de  1759,  faite  avec  grand  soin  par 
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Burckhardt  (*),  et  en  employant  pour  les  niasses  de  Jupiter^ 
Saturne  et  Uranus  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n®  87, 
livre  VI,  j*ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a subies  dans  l’intervalle  des  passages  de  1682  et  1759  : 


Ahér»tion8  de  Paaonialie 

Alterations  dn  moyen 

moyenne. 

mouvement  diurne. 

2,T/ï. 

+ 0", 336854 

-+•  0,028336 

-f-  0,013963 

— o,oo65o2 

17743,44 

-f-  0,372651 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex- 

pression 

36o»—  xJÇ 

27937 

nommant  donc  n,  on  aura 

n=45", 

75496  ; et  en  nommant  n -f-  le  moyen  mou- 

vement  diurne  au  périhélie  de 

1769,  on  aura  n’  = 46",  12761. 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  lySq  jus- 
qu’au prochain  retour  m’a  donné  ensuite  : 

Altécatious  de  l’anomalie 

Alte'rations  dn  moyen 

moyenne. 

monvement  dinme. 

2<T/i. 

• Tir... 

+ 0", 3978441 

T>... 

....4- 1979.27 

— 0,0889808 

4-  0,0091954 

i... 

4-  0,0268207 

-f  4286,91 

•+•  0,3439294 

En  nommant  T' l’intervalle  entre  le  passage  au  périhélie  de 

1759  et 

le  prochain  retour  au  meme  point  de  son  orbite , on 

aura 


('*)  Connaissance  des  Tenu  pour  1819.. 
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T'  = 


36o»  — 


n 


28oo3-^‘,o3, 


ce  qui,  à compter  du  12,6  mars  1759,  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,  i novembre,  le 
jour  étant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a fixé  ce  passage  au  4>82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu’en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu’il  a 
employées  à celles  qui  sont  aujourd’hui  généralement  adop- 
tées, il  n’en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  dÜTérence  de  8 jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  à celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis , et  à la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à l’instant  du  passage  sera  de 
46'’, 12761  -f-  o", 343929=;  46", 471539,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  i7",99755. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l’orbite  elliptique  h 
la  même  époque , le  calcul  des  perturbations  pendant  l’inter- 
valle de  1759  jusqu’au  prochain  retour  m’a  donné  ; 


Altérations  de  V excentricité , du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  V inclinaison  et  la  longitude  du  nœud. 


Ife 

0,00035796 
o,ooo343o4 
îfi. . . — 0, 00002658 


2<T» 

— 85o"i8 

— 84,55 

— a3,ii 


sin  ^ sln  0 

— 0,00073447 

— 0,00010410 

— 0,00000766 


— o,oooo4i5o 


— 957,84 


— 0,00084628 


sia  ^ cos  0 

— 0,00342496 

— 0,00080874 
•4-  0,00002893 

— 0,00870777 


L’excentricité  de  l’orbite,  d’après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1759,  était  0,9675671  ; on  aura  donc  pour 
l’excentricité  en  i835,  0,9675671 — 0,0000416=0,9675156. 

Les  valeurs  de  sin  (p  sin  0 et  sin  p cos  0 supposent  que 
l’on  a pris  pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  de  la  comète 
en  1769.  On  en  tire,  pour  l’inclinaison  et  pour  la  longitude  dut 
noeud  ascendant  de  l’orbite  mobile  sur,  ce  plan, 

P = i2"64^  a = 1670  8' 36".  • 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  (p  sia  ô et  sin  ^ cos  ô fait  que  la 
valeur  de  Tangle  â peut  laisser  beaucoup,  d’incertitude.  ( Voir 
ce  que  nous  avons  dit  à cet  égard  n°  1 15 , livre  VI.  ) 

Ou  a d’ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 
rapport  aux  fixes  , 

2^^  = ~ 957%84  ; 

d’où,  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère  céleste, 
entre  l’orbite  de  la  comète  en  1759,  sou  orbite  troublée  et  l’é- 
cliptiqUe  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l’orbite  de  la  comète  à l’écliptique.  iy°44'  ^4^ 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35.44 

Distance  du  nœud  a.scendant  au  périhélie 249»  1 *4^ 

En  ajoutant  à l’altération  du  nœud  1°  4'  pour  la  précession 
des  équinoxes  dans  l’intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  variation 
par  rapport  à l’équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  l^Sÿ 
était  53®  5o’  11*;  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55®  3o';  et 
en  réunissant  les  résultats  précédens , on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  l’orbite  de  la  comète  à son  retour  au 
périhélie  de  i835. 

Èlémens  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie , i3  novembre  i835. 


Demi-grand  axe 17, 997  55 

Excentricité 0,9675156 

Lieu  du  périhélie  sur  l’orbite 3o4®3i'  43'’ 

Longitude  du  nœud  ascendant 55. 3o' 

Inclinaison  de  l’orbite  à l’écliptique 17.44*24 

Sens  du  mouvement,  rétrograde. 


C’est  d’après  ces  élémens  que  M.  Bouvard  a construit 
l’éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  Tems 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet , mais  une  note 
insére'e  par  M.  Poinsot  dans  la  6®  e'ditiou  de  scs  Élémens  de 
Statique,  prouve  qu^il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu^ont  provoque'es  les  objections  éleve'es  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  invariable  selon  Laplace  ; il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à persister  dans  notre  opinion  {*). 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d’abord  de  notre  côté  l’autorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

« Je  vais , dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n’est  pas  extrêmement  petite , comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu’elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes, mouvement  sensible  dans  le  ciel , etc. 

» Pour  faire  voir  sans  calcul , de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  M.  Laplace,  il  n’y  a qu’à  l’appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tous , celui  où  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

» Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil,  et  suppo- 


(’^)  Il  doit  être  Lien  entendu  qu'il  n'est  ici  question  que  delà  théorie  du  plan 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  à ce  que  nous  avons  dit  n®  Ii5,  livre  VI,  rela- 
tivement h son  utilité  pratique.  Nous  n'examinerons  pas  non  pins  la  question 
sous  le  rapport  des  difficultés  astronomiques  que  présenterait  la  de'termina- 
tion  du  plan  que  l'on  a proposé  de  substituer  an  plan  invariable  de  Laplace. 
Celui-ci  est  toujours  facile  à retrouver;  la  position  du  plan  maximum  des 
aires  dépend  au  contraire  d^uantités  qui  nous  seront  toujours  inconnues. 
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sons  meme,  afin  de  rendre  la  chose  plus  manifeste,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphérique,  qu*il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe , et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

» Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Porbite  de  la  Terre,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  M écliptique , de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à lui-même  dans  T espace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  l'écliptique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible.  » 

J'ai  cité  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse , renvoyer  au  n®  86  du  livre  VI , où  ceUe  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n®  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre , regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  ç et  (p'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque,  ê et  ê'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n®  86,  donneront 

ml/a(t — e*)  cos^  cos 9'= /, 

m (1  — e*)  sin  cos  ô — C»  sin <p'  cos  ô'  = /', 
m V/n  (i  — e*)  sin  ^ sin  ô — C«  sin  ç' sin  8'  = 

• .1 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  corn* 
mune  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes , et  qu'il  partage  l'angle  ^ -f-  que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans , de  manière  qu'on  ait 

m[/a(i  — e’)  sin  ^ — Ca»  sin  = o.  (2) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  0 = 6',  et  par  suite 
l=Of  l =0,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in- 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  Ton 
nomme  7 = ^+9'  Tobliquité  de  Técliptique,  en  élevant  au 
carré  Téquation  (2)  et  la  première  des  équations  (i),  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 

Z’ — m*n(  I — e“)  — C*«* 

cos  y = « / V * 

2m  y/  n(  1 — e*)  C» 

Si  Ton  néglige  le  carré  de  Texcentricité  e de  Torbe  terres- 
tre , le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à une  cons- 
tante ; l'obliquité  de  Técliptique  ne  variera  donc  pas  ; et 
comme  les  équations  (1)  et  (2)  donnent  encore 


cos  ç>  =: 
cos^'  ~ 


/*  4-  m«g(i  — e«) 
2ma(i  — e*)Z 

Z«-^-  m*a(t 

2ma(i  — e^)l 


les  angles  ^ et  <p'  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas,  l'inclinaison  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe , mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ; cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe , et  par  conséquent 
à très  peu  près  parallèle  à lui-même.  En  effet , en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a = a*n,  n étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  l’équation  (a) 
donne 

mà^n  sin  ^ sin 


DIgitized  by  Google 


558  * THÉORIE  ANALYTIQUE 

Eu  nommant  D le  rayon  de  Téquateur^  on  a C = | mD*, 
et  par  le  n®  86 , livre  YI , on  a 

= o,oooooo253qq. 

à^n  ’ 

En  supposant  donc  23°  27^50",  on  trouve  que  Vangle  ç 
est  moindre  que  o",0209;  on  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  l’écliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion , et  comme  l’inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante,  leur  identité  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l’on  considère  le  cas  général,  l’équation  (2), 
en  la  différentiant,  donnera  à très  peu  près 

ma^n  \/ 1 — e®  = C*  cos 

En  substituant  pour  C sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment , ç'  r=  23®  27'  5o",  cette  équation  donne 

= 0,0000002329<r^'. 

t • 

Il  s’en  faut  donc  beaucoup  que , comme  l’assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l’équateur.  Nous  avons  trouvé  , n®  98, 
i6'  16'  pour  la  variation  de  l’obliquité  de  l’écliptique  depuis 
le  temps  d’Hipparque  jusqu’au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  J‘^'=  976",  on  aura 

= o", 00022789. 

Ainsi  en  iqîiS  ans  , l’inclinaison  de  l’écliptique  sur  le  plan 
fixe  n’aurait  pas  varié  de  2 dix  - millièmes  de  seconde  ; on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible  , et  considérer,  dans 
ce  cas,  le  plan  de  l’écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativeoient  au 
mouvement  des  nœuds , comme  on  a , d’après  les  équa- 
tions (i),  6 = ô',  il  est  clair  que  le  nœud  de  l’écUp tique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  l’équateur,  en  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ; mais  cela  n’implique  pas  contradiction  , puisqu’une  va- 
riation très  légère  dans  l’inclinaison  mutuelle  de  deux  plans , 
supposée  très  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace,  consiste  à supposer  que  le  sys* 
tèine  est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas,  le  plan  invariable,  se- 
lon lés  idëès"  de  ce  grand  géomètre , est  celui  que  décrit  le 
centre  corhmun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune , ce  qui 
iliflRîre  peu  du  plan^  de  l’écliptique.  Montrons  qu’en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à très  peu  pr^,  avec  le  plan  maximum 
<les  aires  décrites  par  les  centres  de'^kvité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à celui  de  deux  pla- 
nètes m et  m'  réagissant  l’une  sur  l’autre,  que  nous  avons 
considéi^  n®  55,  livre  II,'  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
par  les  équations  (i) , dans  ^lesquelles  il  suffira  de  changer  G«  en 

m'  \/  a (i— e'*) , m’  étant  la  masse  de  la  Lune , a'  et  e'  le  demi- 
grand  axe  et  l'excentricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l’oh  nomme  donc  ^ et  les  inclinaisons  respectives  de  l’é- 
cliptiqu'e^èt  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires, 

* » I . V ' 

ou  aura 


mV^n(i — e’)  sin  ip  = m' ^ et  {\  — sin  (3) 

Or  ou  a,  à très  peu  près. 


= 74,946, 


m 


20. 


En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  c et  e',  et  en 


» 
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supposant  ^'  = 5®  8' 38",  qui  est  rinclinaison  de  Torbite  lu- 
naire à Técliptique , on  trouvera  que  Vangîe  ç>  ne  s’élève  pas' 
à 12".  En  différentiant  Téquation  (3),  on  aura,  à très  peu 
près , 

m'\/  a , ^ , 

= — ^-^.cos  J 

a 

\ 

d’où  l’on  conclut , d’après  les  valeurs  précédentes  , 

= 0,00066446^'; 

et  comme  l’inclinaison  moyenne  de  Torbe  lunaire  sur  J 'éclip- 
tique vraie  est  constante , malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l’écliptique,  si  l’on  suppose  ^ip'=:g'j6",  valeur  supérieure  à 
celle  qu’on  peut  supposer  à la  variation  de  l’orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe,  depuis  le  temps  d’Hipparque  jusqu’à  nos  jours, 
on  trouve  ^ = o",64  pour  la  variation  de  l’orbe  terrestre  en 
1928  ans  : ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariable 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l’écliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires , on  a 6 = ô',  et  d’après  les  équations  ( i) , le  nœud  ascen- 
dant de  l’orbe  lunaire  co'incide  avec  le  nœud  descendant  de  l’é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l’orbe  lunaire  sur  l’écliptique  fixe  est 
d’environ  19®  par  an , il  est  clair  que  l’intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  maxi^ 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n’empêchera 
pas  le  plan  de  l’écliptique  de  rester  toujours  à très  peu  près 
parallèle  à lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent , la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  (*). 


(*^)  On  ne  doit  pas  oublier  qu'il  ne  s'agit  ici  que  d'un  cas  particulier  (pii  est 
sans  application  dans  le  système  du  monde.  Lapiace  en  calculant . n*  09, 
livre  VII,  les  inégalités  lunaires  dues  à la  non-sphériciié  de  la  Terre,  trouve  que 
sovi  influence  sur  les  déplacemens  de  Torbite  de  la  Lune  serait  d'augmenter 
de  o,ooooooa6384^t  1*^  mouvement  rétrograde  des  noeuds , ut  étant  le  moyen 
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On  conçoit,  en  effet,  que  dans  les  deux  systèmes  qae  nous 
venons  de  considérer,  comme  on  a y = <p  -f-  et  par  suite 
^y  = -f-  si  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu’on 

puisse  la  négliger  par  rapport  à on  aura  simplement 
^yzzr  c’est-à-dire  que  les  variations  de  l’équateur  dans  le 
premier  cas , et  celle  de  l’orbe  lunaire  dans  le  second  , par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu’il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace , seront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  par 
rapport  à un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ; les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo- 
mètre n’a  jamais  prétendu  autie  chose  ; l’invariabilité  du  plan 
invariable  tel  qu’il  le  définit  n°  62  du  livre  II  de  la  71/é- 
canique  céleste,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,*^  n’est  qû’approchée~  et  exacte  qu’autant  qu’on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes; 
Dans  le  n®  21  du  livre  I",  Laplace  a donné  la  théorie  géné- 
rale du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ; il  en  a fait  l’application  au 
système  du  monde  dans  le  livre  II , en  profitant  de  tous  les 
avantages  qu’offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaires , question  assez  difficile  pour  qu’on  ne 
cherche  pas  sans  nécessité  à la  compliquer. 

Les  équations  (1)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient  com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple , si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove- 
naient de  la  rotation  du  Soleil , on  pourrait  encore  prendre 
l’écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système , bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement , dans  ce  cas , du  plan 
maximum  des  aires. 

i.  - s. 

moavcinent  de  la  Lune  dans  son  orbite.  Cette  quantité  est  absolnment 
insensible , et  à plus  , forte  raison  par  conséquent  la  non  sphéricité  de  la 
Terre  ne  peut  avoir  sur  la  position  du  plan  invariable  aucune  action  ap> 
préciablc.  Le  même  résultat  a lieu  par  rapport  h rdlipticitc  du  Soleil , 
comme  nous  l’avons  vu  n®  79  , livre  VI. 

Tome  III. 
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Cette  observation  ^ diaprés  ce  qui  a été  dit  n®  86,  livre  VI , 
n’a  pas  besoin  de  développement.  Mais,  disent  nos  adversaires, 
il  existe  donc  selon  vous  plusieurs  plans  invariables  dans  le 
système  planétaire  ? Pourquoi  non  , cela  dépend  entièrement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  que  Jupiter,' Saturne 
et  Uranus  forment  un  système  à part,  sur  lequel  les  autres 
planètes  n’aient  aucune  influence,  comme  cela  a déjà  lieu, 
à très  peu  près , dans  le  système  solaire.  Eh  bien  ! n’y  aurait-il 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système , celui  qui  a 
lieu  dans  le  système  particulier  des  trois  planètes  considérées 
isolément,  celui  qui  a lieu  pour  l’ensemble  du  système,  et  le 
plan  maximum  des  aires. 

Il  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laplace  tiennent  à des  considé* 
rations  tout*à-fait  fautives  et  à la  confusion  que  l’on  a faite 
des  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds.  Sans  doute , 
géométriquement  parlant , l’intersection  de  deux  plans  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ; mais  on  peut  toujours  sup- 
poser, et  c’est  le  cas  de  la  nature,  que  la  position  de  l’un 
de  ces  plans  subisse  des  varierons  assez  petites  pour  qu’il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à lui-même,  tandis  que 
ses  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusement  fixe,  éprouTent  des 
déplacemens  considérables. 

Mais  le  véritable  défaut  de  l’argumentation  de  nos  adver- 
saires, et  nous  Tavons  déjà  remarqué  ailleurs,  vient  de  ce 
qu’ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigoureuses  la  théorie 
du  système  du  monde,  qui  n’est  au  fait  qu’un  grand  problème 
d’approximation  ; c’est  pour  cela  que  ce  problème  se  refuse 
aux  méthodes  synthétiques,  et  qu’il  rentre  dans  le  domaine 
de  l’analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l’esprit  humain  n’est, 
comme  on  Ta  osé  dire , qu’un  instrument , on  conviendra  du 
moins  que  c’en  est  un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux , et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d’erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraient 
infailliblement  conduits. 


x' 
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Concluons  donc  de  celte  discussion  , à laquelle  nous  avons 
donné  quelque  développement  pour  n’ètre  pas  forcé  d’y  revenir, 
qu’il  n*y  a pas  lieu  d’apporter  aucune  modification  dans  la 
théorie  du  plan  invariable  présentée  par  Laplace  ; c est  avec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  qu’il  a fait  abstrac- 
tion des  quantités  qu’il  a négligées  dans  sa  détermination  ; ces 
quantités  sont  du  meme  ordre  que  celles  qu’on  néglige  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires,  et  que  le 
calcul , comme  l’observation , autorise  à regarder  comme  ab- 
solument insensibles. 


FIN  DES  NOTES. 
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